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	 ������ ������� ����������� ����������

����� ����	
� �
�� ���������� � U̇(z0) = U(z0)\{z0}�
����������� �
 +���
 w0 	���
����� ������
� ��	���� f(z) ��� z → z0 ����

∀ε > 0∃δ > 0|z − z0| < δ ⇒ |f(z) − w0| < ε� %$
�	�������'

lim
z→z0

f(z) = w0

�

����� f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z0 = x0 + iy, z = x + iy, w0 = u0 + iv0�

�����������


∃ lim
z→z0

f(z) = w0 ⇔
{ ∃ lim

x→x0,y→y0

u(x, y) = u0

∃ lim
x→x0,y→y0

v(x, y) = v0

}

������� 	
 ,��� limz→z0 f(z), limz→z0 g(z)� �


(� ∃ lim
z→z0

[f(z) + g(z)] = lim
z→z0

f(z) + lim
z→z0

g(z)

)� ∃ lim
z→z0

[f(z) · g(z)] = [ lim
z→z0

f(z)] · [ lim
z→z0

g(z)]

-� ,���� ��
�� �
.
� lim
z→z0

g(z) 	= 0 ⇒ lim
z→z0

f(z)

g(z)
=

lim
z→z0

f(z)

lim
z→z0

g(z)

/
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����� f(z) ���	
	�	�
 � U(z0)

��������
�� �� ������� f(z) ��	
�
���
 � ����� z0 ���� lim
z→z0

f(z) = f(z0)�

��������
�� �� ������� f(z) ��	
�
���
 � ����� z0 ���� ∀ε > 0∃δ > 0 : ∀z :
|z − z0| < δ ⇒ |f(z) − f(z0)| < ε.

�
	�����
��� ������� f(z) = u(x, y)+iv(x, y) ��	
�
���
 � ����� z0 = x0+iy0 ↔
u(x, y), v(x, y) ��	
�
���� � ����� (x0, y0)�

������� �� ����� ������� f(z)� g(z) ��	
�
���� � �� z0� ����
�

�� ������� [f(z) + g(z)] ��	
�
���
 � ����� z0

�� ������� [f(z) · g(z)] ��	
�
���
 � ����� z0

�� ���� g(z0) 	= 0� �� ������� [f(z)
g(z)

] ��	
�
���
 � �� z0

���  ���!	��
�" ��
���� ��������
�� ������

��

��������
�� #� ���� ∃ lim
h→0

f(z + h) − f(z)

h
� �� �� �
���
���� 	
�������� ����!

��� f(z) � �"���
�
���� f ′(z)�

��������
�� $� ������� f(z) �
���
���� �������������	
� � ����� z� ����
� ����� z ��
 �#��� 	
��������$�

��������
�� �%� ������� f(z) �
���
��� �������������	
� � ����� z� ����
�� 	
�

%���� � ����� & #�'�� 	
����
���� � ����� Δf(z) = w(z) ·Δz +α(Δz)Δz�
��� α(Δz) ! "��������� #
�
� ������� 	
� Δz → 0 (α(Δz) → 0)

��& '������
��������
� ��
���� ��������
�� ������

��

������� �� ���� ������� f(z), g(z) �����
����
��#� � ����� &� ���

�� ������� [f(z) + g(z)] �����
����
��#
 � �� & � [f(z) + g(z)]′ = f ′(z) + g′(z)

�� ������� [f(z) · g(z)] �����
����
��#
 � �� & [f(z) · g(z)]′ = f ′(z)g(z) + g′(z)f(z)

�� ���� g(z) 	= 0 � ����� &� �� �������

[
f(z)

g(z)

]
�����
����
��#
 � �� & �

[
f(z)

g(z)

]′
=

f ′(z)g(z) + g′(z)f(z)

g2(z)

������� &� ����� ���'�
� ������� f(g(z)) �	
������
 � ������
� ��
��������

U(z0)� 	���� ������� g(z) �����
����
��#
 � ����� z0� ������� f(w) �����
��!

��
��#
 � ����� w0 = g(z0)� (���
 ���'�
� ������� f(g(z)) �����
����
��#
 �

����� z0 � f ′(g(z))|z=z0= f ′(w0)g
′(z0)�

�
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������������� ����������� U(z0)
�� ��������� ����������� ����
 w0 = f(z0)� ����� f(z) �
������	
����� � ����
�� z0, f

′(z0) 	= 0� 
 �������� � f(z) ����	
� z = ϕ(w) ������ ��� � ����� w0� !�"��
ϕ(w0) �
������	
����� � ����� w0 


ϕ′(w) =
1

f ′(z0)
�

������� 	� #���	
� f(z) = u(x, y) + iv(x, y) �
������	
����� � ����� z0 = x0 +
iy0 ⇔ ����	

 u(x, y), v(x, y) �
������	
���� � ����� x0, y0 
 � ��$ � ��%������
��%��
� &�'
�(
����)

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

����� f(z) ���	
	�	�
 � ���
��� � � ����
 z0 ∈ D


�����
���� ��� #���	
� �
�� ��� ������ ����������	
� � ����� z0� ��%
 ���
�
������	
����� � ��������$ ����������
 *��$ ����
�


�����
���� ��� #���	
� ���������� � ��%���
 +� ��%
 ��� ���%
�
��� �
�����$ ����� ��%���
 +�

���������� ,�%
 ����	
� ���%
�
��� � ������ �� ��� �
������	
����� � *��$
����� 
�%����� 
� ������%��
��� -������� ��������

��� �
���������� ������� ����
������ ����������

��	 �������
 �� ������� ����
������ ����������

����� � � ����������

�
� ���	������
��
� ����
�� �
����
	� � �
 � �
��	� ����
�
�� z1, . . . , zn−1, z0 = A, zn = B� �����
��� Δzk = zk − zk−1, |Δzk| = |zk − zk−1| �
���

���	��
 � λ = max

1≤l≤n
|Δzk| � �
�
�	�� �
���	���� !"���
	� ��	 ����� ξk ∈ ˘zk−1zk�

����� #���$�� f(z) ���	
	�	�
 �
 ������ �� %���
��� ���	��
����& �����'

σ(f) =
n∑

k=1

f(ξk)Δzk


�����
���� ��� ,�%
 ∃ lim
λ→0

σ(f)� �� ���
��.
$ �� ����
��
� 
 � ���� ����� ξk�

�� �� ��� ������ �����
��
� �� ����	

 f(z) ���%� ��
��$ �L
 ������������)∫
L

f(z)dz�

�� !"����"� �������
� �� #$%

�������  � ����� / � ��������"%����� ��
���
������� ��
��� 
 ����	
� �
��
������ ��� �� /� ��"��

∃
∫

L

f(z)dz =

∫
L

udx − vdy + i

∫
L

vdx + udy

"�� f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y)�

�



����������� 	
 ��������� 	
���
��� �� ����� ����� � � ���	
�	��
����� 	�����

���	������ ������ � ������� f(z), g(z) ���������� �� �� �	��� �������
��� ��	��

�����

�� ∫
L

(αf(z) + βg(z))dz = α

∫
L

f(z)dz + β

∫
L

g(z)dz

��� α, β ��	���	
���� �	��
������ �	��������

 � ∀C ∈ ĂB

∫
ĂB

f(z)dz =

∫
ĂC

f(z)dz +

∫
C̆B

f(z)dz

!�

∫
ĂB

f(z)dz = −
∫

B̆A

f(z)dz

"� ����� � � �
����� ������# �������� ���������
����� ���������� z = z(t), α ≤
t ≤ β, t � ��$��������� ��������� ����� f(z) ���������� �� ����	� �� �	���∫

L

f(z)dz =

∫ β

α

f(z(t))z′(t)dt

%� ����� f(z) ���������� �� �� �	���∣∣∣∣
∫

L

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫

L

|f(z)||dz| ≤ Ml

��� M = max
L

|f(z)|# & � �
��� ����	� ��

	�� 
���� �����

������� � ������ ��
���� ����� ' � 	(
����# ) � ���	
�	��
����� ���������

������# 
�*�+�� � '� f(z) ���������� � D ⇒ ∀ε > 0 ��$������� 
	����� �ε#

��������� � �����, )# ��� 
�	∣∣∣∣
∫
�

f(z)dz −
∫
�ε

f(z)dz

∣∣∣∣ < ε

	�� ������ ������������ ������������ ������ !�"�

������� � ������� ��
���	
���� 	
���
���
�� ���
��� ���	�� ����� ' � 	��	�

������� 	(
����� -������ f(z) ���
���
�� � ' � f ′(z) ���������� � '# �	��� �
�

��*�	� ���	
�	��
���	� �������	� ����	� � ⊂ D :

∫
�

f(z)dz = 0�

' � 	��	������� 	(
����# ��
� �
� ��*�	� �������	� ����	� L ⊂ D ��������	���

� ���*� ������
�*�� 	(
���� '�

	�	# $����������� ������� !�"�

������� 	#� ����� ' � 	��	������� 	(
���� � f(z) ���
���
�� � '# �	��� �
�

��*�	� ���	
�	��
���	� �������	� ����	� � ⊂: D

∫
�

f(z)dz = 0�

�



��������� ������� �� ����� 	
� �����
������ ��
�
���

��������� ������� ����� 	
� �����
������ ��
�
��� �

� � ������������ �	���

������ ��
�
�� ∈ D� ���� ���������
�� � ∈ D�

�	�� 
���
���� ������������ ������� ���� ��� ����������� �������

������� ��	 ��
�� � � �	��
������ ��
�
�� 
 ��
������
�	��� �������� �� ��
��
f(z) ���
������ � ��
�
�� � � ������ ��� � D̄� ���	�!∫

�

f(z)dz = 0

�	�� ������� ���� ��� ������������ �������

������� ��	 ��
�� � � ������������ �����
������ ��
�
��� ������� ������� 
��

���� �� ������
����"�#
� ��
������
�	��# ������� # ���� # �, γ1, . . . , γn� ����
��� �
� ������ γ1, . . . , γn 
�$�� ������ �� ��
�� f(z) ���
������ � � � ������
� ��� � D̄� ���	� ∫

∂D

f(z)dz = 0

�	�� ������������  ���!�� ����

������� ��	 ��
�� f(z) ���
������ � ��
�
�� � � ������ ��� � D̄� ���	� ∀z ∈ D :

f(z) =
1

2πi

∫
�

f(ξ)

ξ − z
dz

�	� � � ������� ��
�
��� ��#�	���� � %&% ������
�����

�	�" #����� $����������

������� �"	 '

� (������ f(z) ���
������ � ��
�
�� � � ������ ��� � D̄� ��
∀z ∈ D (������ f(z) ����� � ����� ) �������	��� 
����� ����	�� �

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
�

f(ξ)

(ξ − z)n−1
dξ, n = 1, 2, . . .

� � ������� ��
�
��� ��#�	���� � %&% ������
�����


$��������� �%	 �������� ��� (��������
���� ��

�	�����
���
�� {fn(z)} 
#��
	��
� ���������� � *+), �� ������ - � ���

�� �� �

� ∀ε > 0∃N∀n > N∀z ∈ L(∀z ∈
D) : |fn(z) − f(z)| < ε

������� �%	 ��
�� ��

�	�����
���
�� {fn(z)} 
#�	��
� ���������� � *+), ��
������ - � (������ fn(z), n = 1, 2, . . . ������ �� �� ������ -� ���	� 
�����	
���
(����
�!

lim
n→∞

∫
L

fn(z)dz =

∫
L

f(z)dz

�



�� ����

lim
n→∞

∫
L

fn(z)dz =

∫
L

lim
n→∞

fn(z)dz

���������	 ���� 	
��
�� ���� ���������� � ������� �� �� ��� ���������� ��	�
	����
��
��� � ������� ��

��������� ���������	�� 
��
�	 �
��� ���� ���������� � BR(z0) = {z : |z − z0| <
R} � ������ ��� �� !����
� " ������� BR(z0)� #�!�� ���������� ����������� $��
%�& ∣∣f (n)(z0)

∣∣ ≤ M · n!

Rn
, n = 1, 2, . . .

!�� M = max
z∈�

|f(z)|


	
� ��
����
����� ������� ����������� ��
�������

��
�������� 
� �� ������������� �����

�	 '
��
�� (��� ��) ������ ��������
��)��* 	
��
�� ���� � ������� �� ���� ∃F ′(z) = f(z)∀z ∈ D

���
��� 
�	 ���� (��� � ���������)��� ���� � ������� �� ��!�� ∀C = const 	
��
��
[F (z) + c] ���+� ���������)��� 	
��
�� ���� � ������� ��

���
��� 
�	 ���� F1(z), F2(z) � ���������)� � 	
��
�� ���� � ������� �

⇒ F1(z) − F2(z) = C (C = const) ∀z ∈ D


	
� ������� ����! ������� ��
"��#� �
�����

���
��� 
$	 �
��� 	
��
�� ���� ���������� � �������)��* ������� �� #�!��

	
��
�� ���,��!� ������� F (z) =

∫ z

z0

f(ξ)dξ �z, z0 � ����)����� � 	���������� �

����� �) �� ���������� � ������� � � F ′(z) = f(z) ∀z ∈ D�


	
� ���
��� %�
�
�

���
��� 
&	 �
��� ���� ������ ��� � � � F (z) =

∫ z

z0

f(ξ)dξ� !�� z, z0 ∈ D ��

)������ �� �
�� ����!���������� �������-.�!� ����� z0 � � � ��+�.�!� � ��
��!�� ���� ���������� � ������� ��


	
$ '�
���� (!)����*+�������

���
��� ,-	 �
��� ���� ���������� � ������� � � (��� � ���������)��� ���� � ��
��!�� ∀z0, z ∈ D& ∫ z

z0

f(ξ)dξ = F (z) − F (z0)


	
& (�
�������� .�/�	 ���
��� +�������

���
��� ,
 �������� �
��
����	 �
��� ���� ���������� �� ���* ����������*
��������� C � �!�������� �� ���
�- � C� ��!�� ���� ��������� � C� ���� /0123�

�



���� ����	
��
�
 ���	���
 ����

����	
��
�� ���	���� ��� � ��� ����	
��
 ��
�

C1 + C2 + . . . + Cn + . . . =
∞∑

n=1

Cn

����� � �
���� ��
��� ��
� σn =
n∑

k=1

Ck ������
��� ��������� �	

�� ��
��

���
�
	

�
 ��� ���� ∃ lim
n→∞

σn = σ
 �� ���

∞∑
n=1

Cn ���������� �������
��
 ���

σ � �	

� ����� � ��������
 ��	��� ��� ���������� ���������
���

���
���

�
� ��
�������� ���

∞∑
n=1

Cn �������� ⇔ �������� ��������������

�������� ����

∞∑
n=1

an,
∞∑

n=1

bn
 ��� ∀n : Cn = an + ibn; an, bn ∈ R�

���
�
	

�
 ��� ���

∞∑
n=1

Cn �������� � ���!���
 ����

∞∑
n=1

|Cn| ���������

���
���

�
� ����

∞∑
n=1

Cn �������� � ���!���
 �� �� �������� � � � ����


�
�����

���� ���
��
�
�� ����������  !
�"��
�	�
�#� ����� $
��
�� %
�
�&

'������

���
�
	

�
 �(� "	��� {fn(z)} � ������������������ #	��$��
 ������������ ��


��%����� &� '	��$��������� ��� � (�� ����%���� ����

f1(z) + f2(z) + . . . + fn(z) + . . . =
∞∑

n=1

fn(z)

���
�
	

�
 ��� '	��$��������� ���

∞∑
n=1

fn(z) �������� � ����� z0 ∈ D ����

�������� �������� ���

∞∑
n=1

fn(z0)�

���
�
	

�
 ��� '	��$��������� ���

∞∑
n=1

fn(z) �������� �� 
��%����� &
 ����

�� �������� � ��%��� ����� 
��%����� &�

���
�
	

�
 ��� '	��$��������� ���

∞∑
n=1

fn(z) �������� �����
���� �� 
��%��

���� )
 ����

∀ε > 0 ∃N ∀n > N ∀z ∈ E

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

fk(z)

∣∣∣∣∣ < ε

�



����������� 	
� ���������	
��� 
��
∞∑

n=1

fn(z) �������� 
������
�� � ���� �� ��

��	� Sn(z) =
∞∑

k=1

fk(z) �������� 
������
�� �� � �
� n → ∞�

��
���� 		� ����
 ���������	
��� 
��
∞∑

n=1

fn(z) �������� 
������
�� � �������

���� �� ��� ����� � � ��� ������� fn(z) ���
�
���� �� ��� ����� �� !�"�� ����
���
�
���� �� ��

��
���� 	
� ����
 ���������	
��� 
��
∞∑

n=1

fn(z) �������� 
������
�� �� �
����

# � ��� $	��� 
��� % ���
�
����� �� # ������� fn(z), n = 1, 2, . . .� !�"�� �������%
��	
��� 
�� �� �� ��$	���� ����"
�
����
 �� #&

∫
�

f(z)dz =

∫
�

( ∞∑
n=1

fn(z)

)
dz =

∞∑
n=1

∫
�

fn(z)dz

��
���� 	� ����������		�
� ����
 ���������	
��� 
��
∞∑

n=1

fn(z) �������� 
����%

��
�� �� �� ��� �������� ' �( �)	���� * � ������� fn(z) ���	���$�� � �)	����
*� !�"��&

+� ���� ���	���$�� � �)	���� *

,� -�� �� �� ��$	���� �����
����
����
 � �)	���� * 	.)�� $��	� 
�(&

f (k)(z) =
∞∑

n=1

f (k)
n (z) ∀z ∈ D ∀k = 1, 2, . . .

/� -���
∞∑

n=1

f (k)
n (z) �������� 
������
�� � f

(k)
n (z) �� �� ��� �������� �( �)	����

*�

��		 �������
� ���� ��
���� ������ �
����� �
����������

�������
� ��� � ��
 ������
������� ��� �����

C0 + C1(z − z0) + C2(z − z0)
2 + . . . =

∞∑
n=1

Cn(z − z0)
n

��� z0 � ���	��
������ �
���� {Cn} � �
�����	��� ��	�
��� �
	���
�������
	�� 
!������
� ��� �	���� 	"
���	� � �
��� z0 

��
���� 	� �#$���
� ����
 ��������� 
��

∞∑
n=1

Cn(z − z0)
n �+� �������� � ��$��

z1 	= z0� !�"��&

�



�� ��������	 
�� 
�� �������� ��������� ∀z : |z − z0| < |z1 − z0|
�� ��������	 
�� 
�� �������� 
������
�� � �
��� |z − z0| ≤ r < |z1 − z0|

����������� 	
� �������� ���������� � ���������� 
���
∞∑

n=1

Cn(z − z0)
n ���� 

������ ����
�!����"��� #���� ��� +∞$ �������%�� ���	�����& ��������	 
��
�������� � �
��� |z − z0| < R � 
���������$ ���� |z − z0| > R�

��
���� 	� �������� 	�
��
�������� ������ ���������� ���������� 
��� �� 
#�������� �� '�
����&

R = lim
n→∞

1
n
√|Cn|

(
��� ����$

R = lim
n→∞

|Cn|
|Cn+1|

��	� ����
����� �����������
� ������� � ��� ����
��

����������� 	 � )���" '���!�� *
+� �������#�� ��''�
��!�
���� � ��#�� z0$

����� 
��
∞∑

n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n ���������� 
���� ,�	��
� '���!�� *
+� � !���
��

� ��#�� z0�

��
���� 	!� -��� *
+� �������#�� � ������
�� �
��� |z−z0| < R$ �� � .��� �
���
*
+� ��/�� ���" 
����/��� � 
�� ,�	��
�&

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n

��	
 "���������
��# ����
����� � ��� ����
��

��
���� 	$� -��� *
+�  ����� ���������� 
���$ ���� f(z) =
∞∑

n=1

Cn(z − z0)
n$ ��

Cn =
f (n)(z0)

n!
, n = 0, 1, 2, . . .� 0
����� ������� ��� ��/���� �����%����� ����������


��� ���" 
�� ,�	��
� ����	 ������

��	 "���������
��# �����������
� ������

����� ϕ(z) ���������� � U(z0) � ϕ(z0) = 0 ⇒ z0 � ���� ������� ϕ(z)�

����������� 	�� z0 ���������� ����� ������ ���� ��
���� '���!�� ϕ(z)$ ����
ϕ(z0) = 0, ϕ′(z0), . . . , ϕ

(k−1)(z0) = 0, ϕ(k)(z0) 	= 0�

��
���� 	%� )���" *
+� � 1
+� �������#�� � ������
�	 ������� 2� )���" ���#� 
��� *
+� � 1
+� ��������� �� ������
�	 ������������"����� ��#�� {zk} ⊂ D$ ���
#�� {zk} −−−→

k→∞
z0� z0  ����
���� ��#�� ������� 2� ,���� f(z) ≡ g(z) � 2�

&��������� -��� *
+� �������#�� � ������� 2 � f(z) 	≡ 0$ �� f(z) 	≡ 0 �� � ����	
���������� 2�

��



���� ����	
��
� �����

 � ��� �	����

���������� �	

+∞∑

n=−∞
Cn(z − z0)

n ��


��	���� ��� ���� ���� 	
	�����
	 
 ������ r < |z− z0| < R� �� 
 ���� ������ ����
����� ���� �	�����
	 
 ��� ���� ��� ���������
�� 
������ ��� !� ����"�	�#

Cn =
1

2πi

∫
γρ

f(ξ)

(ξ − z0)n+1
dξ, n = 0,±1,±2, . . . (2)

γρ : |z − z0| > ρ, r < ρ < R

γρ ��$������ 
 !���������
�� 
	!�	
��
��%

���������
� ��� &�� ���� ���������
�� �������� 
������ ��� !� ����"�	�

�'�� 
	��
	���� ����� (��	
	 �"
���� ���� � ��
���� 
 ����� z0% )�� ����
+∞∑
n=0

Cn(z−

z0)
n * !�	
���
	� �	��� ���	� 	

−1∑
n=−∞

Cn(z − z0)
n * ��	

	� �	��� ���	%

���� �� ���
��� 	�	!��  	"��� ����	
��
� �����

 � ��� �	����

���������
� �#� +���	 z0 
	��
	���� �������
	

�, �����, �����, ����� ����
∃U̇δ(z0)� 
 ������, ���� 	
	�����
	%

�% z0 * "���	
��	� ����	� ����	� ���� �"-���
"�� ��
��
�, lim
z→z0

f(z)

'% z0 * !�� � �"
���� ����� ���� lim
z→z0

f(z) = ∞

.% z0 * �"-���
�

� ����	� ����	� ���� � lim
z→z0

f(z)%

��	���� ��� +���	 z0 * "���	
��	� ����	� ����	 ���� ⇔ �	�����
�� ���� 
 ���

(��	
	 
 ������
���� ����� z0 
� �������� ��	

�, �	���� �%�% f(z) =
+∞∑
n=0

Cn(z−
z0)

n%

���# $	�%�� ����	
��
� �����

 � ��� �	����

���������
� �&� +���	 z0 
	��
	���� !�� ��� /*��� !�����	� ���� �
	 �
������

"��� /*��� !�����	 �"
���� ϕ(z)%

��	���� ��� +���	 z0 �
������ !�� ��� ���� ⇔ ��	

	� �	��� ���	
�
����� �	�*
����
�� �"
���� ���� 
 ������
���� z0 �������� ��
��
�� ����� ���
�
#

f(z) =
C−k

(z − z0)k
+ . . . +

C−1

z − z0

+
+∞∑
n=0

Cn(z − z0)
n

��� C−k 	= 0� / * !������ !�� �	%

��



���� ����	
����
 
	
��� 

���� ��
���� �
�
��
�
�������
��		�

��
���� ��� ����� z0 � ��	
���


� ������ ����� ���� ⇔ ����
�� ����� ����
���
����� ������

�� ���� � ���
��
���� z0 ���
���� �
���

�
�
 ����� �����
��� 

��
���� �� �����������	
�
�
�������� !���� z0 � ��	
���


� ������ ����� ���� 
����� ∀A ∈ C ����"��


�� ���#�
��
�� #��������� ∃{zk} → z0, zk 	= z0 ∀k :
{f(zk)} −−−→

k→∞
A 

���� � ��
 !����""� #
���$� %$� � �"	$��"� � ��

�

����� z0 � ������������� ������ ����� �����

&'��%�$��"� ��� $��
��� %�
�&�� ���� � ����
 z0 
�����
��� �����

res f(z0) =
1

2πi

∫
γ

f(z)dz

��
 γ = {|z − z0| = ρ}' ��
 ρ ��������
� ����' � � γ ⊂ U̇δ(z0) �������� �
�������

����� %�
�&�� ����' ����� #� γ #����� ������( ���
��� 

) z0 � ���������

�� ������ ����� ⇒ res f(z0) = C−1

* z0 � �����
���� ������ ����� ⇒ C−1 = 0

+ z0 � #��,� -���� #������

⇒ res f(z0) =
1

(k − 1)!
lim
z→z0

dk−1

dzk−1
{f(z)(z − z0)

k}

���� ��
���� (
�" 
 � ��
��

��
���� �)� !���� ���� �
������
� � ����
��


�( ������� . �� ����,�

�
�
��

�
��� ����� ���
� z1, . . . , zn !���� ���� 

#�
���
� 
� ���
�&
 / ������� . 
����� ∫

�

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

res f(zk)

����� #� / #����������� � #������
��
�� 
�#����

�� 

���� � ��
 !����"" � ��	�
����
 �%�$���
� 

���

����� ���� ���������� ��  ��!
���
 |z| > R

&'��%�$��"� ��� $��
��� ���� � �
���

�
� ����


�( ����
 
�����
��� �����

res f(∞) =
1

2πi

∫
�−

f(z)dz

��
 " = {|z| = R}' ����� #� ������( ���
��
 

res f(∞) = −C−1

��
���� �*� !���� ���� �
������
� � C �� ����,�

�
� ��

�
���� ����� ������

���
� z1, . . . , zn−1 �����
∞∑

k=1

res f(zk) = 0 ��
 zn = ∞ 
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��� ��� ����� ����	
� �
�� ����
�
��� � ������� ������������
 �� 
�����
���
�� ��������� �
��� ���� � �����! ����� lim

|z|→∞
g(z) = 0 ���������� �� ��������

�� �! "��#�

∀λ > 0 lim
|z|→∞

∫
�R

g(z)eiλzdz = 0

�#� �R = {|z| = R,�z > 0}

���� ���������� ���	��������� �����
��	� � �	�	��� �����	�

����  
�	�
�!	����" �������

#�
�������� �$� $���������������� ����	
� %
&� #�����
�������� ��������� &
��� ������ ����	
�����
�
�����' ���
(

)! %
&� ����#����� ∀t' ��
��� f(t) = 0 ��
 t < 0

*! %
&� �������������� ���� ����	
�

+! ,�-������� �
��� M, S : |f(t)| ≤ M · eSt ∀t 
.�
/������
� S0 = inf S �� ���� 0' ��� ��� ������#�
�� 
.� ⇒ S0 ��� ������
����������� ����� ����	

 %
&�!

#�
�������� ��� ����� %
&� � ����	
����
�
���! ������������
�� 1������ �����

	

 %
&� ��� ������ ����	
� 2
3� ������������ ��������� 3( F (p) =

∫ +∞

0

f(t)e−ptdt!

4 5��� ������ 
��������� ���������
� f(t) � F (p)!

%���
&������ ����� %
&� � ����	
����
�
��� � ����������� ����� S0 
 �����
f(t) � F (p)! "��#� 2
3� ����#����� 
 ����
�
��� � ������������
 �p > S0!

���' (�	)���� �
�	�
�!	����) �������

������ ����	�
��


����� ���	 
 ���	 ��
��

���
�

��� � �����������
 ����� S1 
 S2 
 f(t) � F (p)�
g(t) � G(p)� ����� ∀ const α, β ��
��
� αf(t) + βg(t) ��
��
����
�

�� � ���������
��� ����� max(S1, S2) 
 αf(t) + βg(t) � αF (p) + βG(p)�

������ �
������� ���� � ����
����
���

lim
σ→+∞

F (p) = 0, σ = �p

������ �����������
����� 
��������

 ��
 f(t), f ′(t) � ��
��

���
�

��� 
 f(t) � F (p)� �����!

f ′(t) � pF (p) − f(0),

f (n)(t) � pnF (p) − pn−1f(0) − pn−2f ′(0) − . . . − fn−1(0)

��
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	���

����	 ��
�
��	���

f(t) � F (p) ⇒ F ′(p) � t · f(t)

������ ���	�
�

����	 

�������

����� ���	 
 ���
���
��������� f(t) � F (p)� ����� ���	 ����������� ����� ���
���∫ t

0

f(t)dt �������� ���
����
���������� �

∫ t

0

f(t)dt � F (p)

p
�

������ ���	�
�

����	 ��
�
��	���

����� ���	 � f(t)
t

 ���
���
���������� f(t) � F (p)� �����

∫ ∞

p

F (p)dp ���������  ����∫ ∞

p

F (p)dp � f(t)

t
�

������ �	

	�� �
�
���

f(t) � F (p) ⇒ ∀α > 0 : f(αt) � 1
α
F ( p

α
)

������ �	

	�� ������������

f(t) � F (p) ⇒ ∀τ > 0 : f(t − τ) � e−pτF (p)

����� �	

	�� !�	"	���

f(t) � F (p) ⇒ ∀λ : eλtf(t) � F (p − λ)

������# �	

	�� $��
�	���

����� ���	� !��	 ���������� ∀t� "����
�� ���
��� ���	 � !��	 ��#������� ���
���

(f ∗ g)(t) =

∫ +∞

−∞
f(t)g(t − τ)dτ

$��� �� ! 
 ���
��� ���������� �� f(τ) = 0 ��� τ < 0, g(t − τ) = 0 ��� t − τ < 0 ⇒
t < τ �  ����

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0

f(t)g(t − τ)dτ

������� ��	 ����� ���	 
 ���	 ��
��

���
�

��� � �����������
 ����� S1 � S2 �

f(t) � F (p)� g(t) � G(p)� ����� (f ∗ g)(t) 	 
��
���	�������� � (f ∗ g)(t) � F (p)G(p)�

������� ����	
��

����� f(t), g(t), g′(t) � ���	
����
������� � f(t) � F (p)� g(t) � G(p)� �����

pF (p)G(p) � g(0)f(t) +

∫ t

0

f(t)g′(t − τ)dt

��
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����� ����	
� �
�� ���������� � ����������
 U(z0)�

#��	$	�	
�	 �%� ��������	
� ω = f(z) 	���
����� ��	����	�� 
 ����� z0� ���
�
 �����	����� ���� 
 	����
��	
� ������� ����� �����
 �
��� ��

��
 �����
���
�� ��������
�
 ����� ����� z0 

#��	$	�	
�	 �&� ��������	
� ω = f(z) 	���
����� ��	����	�� 
 ������
 !�
���
 �	� ��	����	� 
 �����" ����� z ∈ D 

���	� $	
�	� #� ��

���		�� 
�$� ��������	
" �������� ��� ���
 %�&� �	��
�
�
�	� 
 ������
 ! 
 f ′(z) 	= 0 ∀z ∈ D� �� ��������	
� ω = f(z) �
������
��	����	�� 
 ������
 ! 
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�

(	��	�� �' 
�
������ '�� ����" ��	��
��	�" ������
 D� ���	
(� ������" ������

� ����� ��� 
� ��	�" ����
� ������
��� ��	����	�� ��������	
�� ����
������
D 
 ��
	
�	�" ���� G = {|ω| < 1} 

��%* (	��	�� � �����	������ +��
�,

���
 � 
 D∗ � ������
 �����
 ����� !��������
 ���� ������"�
�
 ��
���
 # 

#∗ 
 ω = f(z) ���$�������� ���������� ������%��
� D �� D∗& �� ��%"� # 
 #∗

��������
����� �!�
���"��!�� ��� 
 �!�
������������� ������%��
��

(	��	�� %* 
��
�	
� ����������
� ����
	�� )���* D 
 D∗ � ��	��
��	�� ������
�
����	
��		�� �����	�������
�
 ����	����
 ��

��
 # 
 #∗ )���* %�&� �	��
�
�
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� # � #∗ +���� ��������	
� ω = f(z) �
������ ��	����	�� ��������	
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����
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� D 
 D∗ 

��%� ���
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	.
�	 ���
�� 	
�	

ω =
az + b

cz + d
& �"�

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ 	= 0
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