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1. Основные понятия: случайное событие, вероятность, вероятностное пространство. Следствия определения вероятности.
Неформально: случайное событие А' — это событие, которое может произойти или не произойти в результате эксперимента. Иначе: случайное событие А' — это предположение относительно результата эксперимента.
Формальное определение: случайное событие А — это подмножество элементов из Ω: А  Ω.
ОПРЕДЕЛЕНИЯ:
1. Два случайных события А' и В' (два предположения) называются эквивалентными, если им соответствует одно и то же множество элементарных исходов. Например, в эксперименте бросания игральной кости, случайные события А'= {появление нечетного числа} и В' = {появление 1 или простого числа, не равного 2}. Этим двум случайным событиям соответствует одно и то же множество исходов {1, 3, 5}, поэтому они эквивалентны.
2. Событие называется достоверным, если оно имеет место при любом исходе эксперимента. Ему соответствует все множество Ω. Например, в эксперименте бросания игральной кости событие А = {появление числа, превышающего 0}.
3. Событие называется невозможным, если оно не реализуется ни при одном исходе эксперимента. Ему соответствует пустое множество . Например, в нашем эксперименте событие А = {появление числа, большего 10}.
4. Событие С называется суммой (или объединением) событий А и В, если оно состоит в наступлении хотя бы одного из них и обозначается С = А + В  или  C = AB.
5. Событие С называется произведением событий А и В, если оно состоит в их одновременном наступлении; обозначается С=АВ или С = АВ.
6. Два события называются несовместными, если их одновременное наступление невозможно: А  В = .
7. Говорят, что «событие А влечет В», если каждый раз, когда наступает А, наступает и В. Обозначается
А=>В или А  В.
8. Событие С называется разностью событий А и В, если оно состоит в появлении А и непоявлении В; обозначается С = А — В или С = А\В.
9. Событие  называется противоположным к А, если оно состоит в непоявлении А. 
10. Система событий {А1,..., An} называется полной группой событий, если в результате эксперимента имеет место одно и только одно из них. Это означает: .

Вероятность
Предположим, имеется некоторый эксперимент, где Ω — множество его возможных исходов; А — некоторое случайное событие, например бросание игральной кости; А = {появление четного числа}.
Повторим n раз эксперимент и подсчитаем количество  (частоту) появлений события A. Обозначим   относительную частоту появления А. 
Проделаем эксперимент много раз. Относительная частота  с ростом n стабилизируется, частота  стремится к некоторому предельному значению, обозначим его Р(А). Если мы зафиксируем другое случайное событие В, например В = {появление «6»}, то мы снова заметим, что частота  стабилизируется, но стремится к другому значению — обозначим его Р(В). Эти наблюдения говорят нам о том, что каждому случайному событию объективно соответствует некоторое число — предел, к которому стремится относительная частота. Этот предел назовем вероятностью (точнее, статистической вероятностью).
Итак, неформально, физически (точнее, статистически), вероятность есть объективная характеристика случайного события, дающая представление о том, как часто появится событие при многократном повторении опыта.
Итак, статистическая вероятность — это предел для относительной частоты . Очевидны свойства статистической вероятности:
1)  Р(А)≥0;
2)  P(Ω)=1;
3)  если А и В несовместны, т.е. , то Р(А+В) = Р(А)+Р(В), это следует из соотношения несовместности  после деления на n и перехода к пределу.
В математической теории вероятность вводится следующим образом.
Аксиоматическое определение: числовая функция Р(А), введенная на подмножествах из Ω и удовлетворяющая свойствам 1, 2, 3, называется вероятностью.
При таком подходе соотношения 1, 2, 3 являются аксиомами вероятности, аксиома 3 называется аксиомой сложения. Дополнительно предполагается, что аксиома 3 верна для счетного числа несовместных событий:
3а) расширенная аксиома сложения. Если , то
 .
Замечание. Механическим аналогом вероятности случайного события является вес соответствующего множества элементов, численно равный вероятности, причем вес Ω равен 1. Очевидно, аксиомы 1, 2 и 3 для веса выполняются.

Вероятностное пространство
Математическая теория вероятностей изучает объект {Ω,S,P}, который называется вероятностным пространством, где Ω— пространство элементарных исходов эксперимента, числовая функция Р() и область определения этой функции — система S случайных событий, т. е. система подмножеств из Ω.
Требования к S:
1)  Ω∈S;
2)  если , , то ; 
2а) для счетного числа событий А1, ... , Аn, ... , если , .
Если система S удовлетворяет свойствам 1, 2, 2а, она называется σ-алгеброй событий.

Следствия определения понятия вероятности
1. Вероятность невозможного события равна 0: .
Док-во: 1 = P(Ω) = P() = P(Ω) + P() = 1 + P(), где 1-е равенство есть 2-я аксиома, а 3-е равенство верно по 3-й аксиоме.
2. Вероятность противоположного события  равна 1 минус вероятность события A: Р()=1-Р(А).
Док-во: 1 = P(Ω) = Р() = Р(А) + Р().
3. Вероятность любого события не превосходит 1: 0≤P(A)≤1.
Док-во: следует из предыдущего свойства и первой аксиомы.
4. Если А => В, то Р(А)≤Р(В).
Док-во: поскольку В = А ∪ (В\А) и события А и (В\А) несовместны, то Р(В) = Р(А) + Р(В\А) ≥ Р(А).
5. Формула сложения вероятностей. Для любых событий А и В: Р(А + В) = Р(А) + Р(В) - Р(АВ). 
Док-во:  А ∪ B = А ∪ (В\А), причем А и (В\А) несовместны, и потому Р(А∪B) = Р(А) + Р(В\А) (1). 
Далее, B = АB ∪ (В\А), причем АВ и (В\А) несовместны и потому Р(В) = Р(АВ) +Р(В\А) (2). 
Подставляя в (1) Р(В\А) из (2), получим искомое равенство. 
Следствие. Р(А+В) ≤ Р(А) + Р(В). 
5а (обобщение). Формула сложения для n слагаемых:
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Справедливость формулы показывается методом математической индукции.




















2. Классическое определение вероятности. Геометрические вероятности. Задача о встрече.
Пусть эксперимент имеет конечное число исходов |Ω| = n, и все исходы «равноправны» (равновозможны, равновероятны). Это означает (в силу аксиом 2 и 3), что каждому исходу эксперимента соответствует одна и та же вероятность 1/n, и, следовательно, если |A|=k, то по 3-й аксиоме ,
что означает: вероятность события есть отношение числа исходов, благоприятствующих появлению события, к общему числу исходов.
Это соотношение можно обобщить. Пусть S = {А1, ..., Ат} — полная группа событий (т.е. ). Пусть все события «равноправны» (равновозможны, равновероятны). Тогда каждому событию из S соответствует вероятность 1/т . Если событие В состоит из r событий системы S, то , т.е. отношение числа событий, входящих в В, к общему числу событий в S. 

Геометрические вероятности
Свойство равновозможности исходов эксперимента часто встречается в практических задачах. Однако недостаток классического определения состоит в конечности множества исходов. Откажемся от этого ограничения. Будем предполагать, что эксперимент можно представить как бросание точки наудачу в область  n -мерного пространства. Пространством элементарных исходов Ω является область D. Слово «наудачу» будем понимать следующим образом: вероятность случайной точке попасть в g, , не зависит от формы и расположения g, а зависит только от размера g (от mes g): Р (попасть в g) =f(mes g).
Можно показать (используя аксиомы вероятности), что в этом случае вероятность попадания в g равна отношению «размеров»:
 (1)
Это соотношение является аналогом .

Задача о встрече
[image: C:\Documents and Settings\nastya\Рабочий стол\2.jpg]Два человека договорились встретиться в определенном месте в интервале от 12 до 13 ч (будем считать от 0 до 1), причем момент прихода каждый выбирает случайно на отрезке [0, 1] и ждет 20 мин (1/3 ч). Какова вероятность события А = {встреча произойдет}?
Решение. Эксперимент мы представляем как бросание 2-х точек на отрезок [0, 1]. Пусть х — момент прихода 1-го, у — момент прихода 2-го. Множество всех исходов , т.е. квадрат на плоскости. Множество А исходов, благоприятствующих наступлению А, состоит из тех исходов (х, у), для которых |х—у|≤1/3: .
Соответствующая область показана на рисунке. В силу (1):
 .
















3.Условная вероятность. Основные формулы ТВ.
1.Определение условной вероятности
Пример: 10 пронум. шаров
Выберем 1 шар «наудачу»
Случайное событие A={номер шара нечётный}; A={1,3,5,7,9};P(A)=0.5
Случайное событие B={номер шара делится нацело на 3};B={3,6,9};P(B)=0.3
Эксперимент проведён, но исход неизвестен. Но известно, что B наступило. 
Определение: Отношение   называется условной вероятностью A при наступлении B и обозначается P(A|B).
Замечание: B фиксируем; A варьируется; . Аксиомы выполняются.
1. 
2. 
3. . 
 
Следовательно все формулы справедливы для условной вероятности. Например:

2. Формула умножения вероятностей
.
Обобщение: ; 
3. Независимость случайных событий
Определение: Событие А независимо по отношению к событию В, если 
Следствие:
1. Если А независимо относительно В, то В независимо относительно А 
. Т.е. свойство независимости взаимно.
2. Если А и В независимы, то 
2.1  независимы ()
2.2  независимы (аналогично)
2.3  независимы (аналогично)
3. Если А и В независимы, то 
;
Определение: 1б: Случайные события А и В называются независимыми, если  (3*)
Замечание: Случайные события А и В физически независимы, след. (3) выполняется и тогда (3*) используется для определения вероятности двух событий, т.е. Р(АВ)
Пример: Бросание 2-х монет
Случайное событие А={появление герба на 1-ой монете} Р(А)=1/2
Случайное событие В={появление герба на 2-ой монете} Р(В)=1/2
;
Определение 2: Случайные события называются независимыми в совокупности, если 
Определение 3: Случайные события  называются попарно зависимыми, если 
Из независимости совокупностей следует независимость попарно. Но обратное неверно.
Пример. 4 карты, на которых написаны числа 2,3,5,30.
Извлекается 1 карточка
A1={результат делится на 2};A2={результат делится на 3};A3={результат делится на 5};
P(A1A2)=P(A1)*P(A2)=1/4=1/2*1/2; P(A1A3)=P(A1)*P(A3)=1/4=1/2*1/2;P(A2A3)=P(A2)*P(A3)=1/4=1/2*1/2;
Но: P(A1A2 A3)=P(A1)*P(A2)*P(A3)=1/4
























4. Формула полной вероятности
Эксперимент, Ω.
Случайные события  являются полной группой событий, если  
Пусть имеется В – случайное событие и известны P(B|An)=>
(1) 
Замечание: Для справедливости (*) должно выполняться условие 
5. Формула для апостериорных вероятностей гипотез (формула Байеса).
Пусть A1…An …– полная группа событий, т.е. совокупность взаимоисключающих предположений (гипотез). Р(А1)… Р(Аn)… - доопытные вероятности.
Эксперимент проведён, но ω – неивестна. Известно, что В наступило + известны Р(В|An). P(An|B)-?

Замечание: 
Пример: 5 ящиков с шарами
2 ящика состава : 2 белых и 1 черный шар.
1 ящика состава : 10 черных шаров.
2 ящика состава : 3 белых и 1 черный шар.
Эксперимент: 1 шаг: выбор случайного ящика; 2 шаг: выбор из ящика случайного шара.
1)P {выбранный шар - белый} = P(B) = (**) =
P{выбран ящик состава }=P(A1)=2/5; P{из ящика состава  выбран белый шар}= P(B|A1)=2/3
P{ выбран ящик состава }= P(A2)=1/5; P{ из ящика состава  выбран белый шар }= P(B|A2)=0
P{ выбран ящик состава }= P(A3)=2/5; P{ из ящика состава  выбран белый шар }=P(B|A3)=3/4
2)Эксперимент проведён, ящик неизвестен. P(Ak|B) - ?













5. Одномерные случайные величины. Независимые испытания Бернулли.
Пусть имеется некоторый эксперимент, множество исходов  Ω = {ω}, и на Ω задана вероятность Р(А), . Исход ω - это элемент любой природы. Теперь будем полагать, что исход эксперимента - число.
Определение 1а. Случайной величиной называется числовой исход эксперимента.
Поскольку Ω — числовое множество, случайное событие определяется множеством А точек на вещественной оси. Предполагается, что заданы вероятности Р{А) = Р{}.
Случайные величины будем обозначать ξ, η, ζ, α, β и т.д. в отличие от ω - элемента произвольной природы.
Обобщим понятие случайной величины. Пусть {Ω, S, РΩ} — вероятностное пространство, Ω = {ω} — множество элементов произвольной природы.
Определение 16. Вещественнозначная функция ξ=f(ω), заданная на вероятностном пространстве, называется случайной величиной.
При таком введении случайной величины вероятность события Р{}, где , определяется следующим образом: Ω содержит множество СА тех исходов ω, для которых :
СА={ω:  }.[image: C:\Documents and Settings\nastya\Рабочий стол\1.jpg] Тогда 
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[image: C:\Documents and Settings\nastya\Рабочий стол\4.jpg]Определение 2. Случайная величина называется дискретной, если множество ее значений конечно или счетно. Такую случайную величину можно задать множеством значений x1, x2. …, xk, … и соответствующими вероятностями: 
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Дискретную случайную величину можно представить графически (рис. 3.1). Вероятность любого события Р{}, , определяется очевидным образом:
[image: C:\Documents and Settings\nastya\Рабочий стол\3.jpg]
т.е. суммируются вероятности тех хk, которые находятся в А.

Последовательность независимых испытаний Бернулли (биномиальный закон распределения)
Пусть имеется некоторый элементарный опыт. В результате опыта может произойти или не произойти некоторое событие А с вероятностью P(A)=p, P()=q=1-p.
Появление А будем считать "успехом", а непоявление А — «неуспехом». Повторим этот элементарный опыт n раз, в этом n - кратном повторении состоит основной эксперимент, который назовем независимыми испытаниями Бернулли. Введем случайную величину ξ — количество «успехов» в n испытаниях случайного события А. Ясно, что ξ может принимать значения 0, 1, ..., n. Оказывается, вероятность получить k "успехов" равна
[image: C:\Documents and Settings\nastya\Рабочий стол\5.jpg] (1)
Покажем справедливость этой формулы для n = 3 и k = 2. Для эксперимента, состоящего из n = 3 испытаний, имеем 8 исходов: ω1=(0,0,0); ω2=(0,0,1); …; ω8=(1,1,1);
Событию {ξ = 2} благоприятствует  исхода (1,1,0), (1,0,1) и (0,1,1), причем в силу независимости трех испытаний P(1,1,0)=P(1,0,1)=P(0,1,1)=p2q, и потому .
Рассуждая аналогично, для произвольных n и k получим требуемую формулу. 
Нетрудно видеть, что 
Действительно, это выражение совпадает с биномиальным разложением: .
Совокупность {k, рk}, определенных формулой (1), называется биномиальным распределением вероятностей. Случайная величина ξ, для которой верно (1), обозначается: ξ ~ Bi(n,p) и читается так: случайная величина подчиняется биномиальному закону с параметрами n и p (n — число испытаний, р — вероятность "успеха" в одном испытании).
Типичная зависимость вероятности Р(k) от k показана на рис. 3.3.
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6. Теоремы Муавра-Лапласа.
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7. Теорема Пуассона.
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8. Однородный пуассоновский поток случайных точек.
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9. Функции распределения и их свойства. Дискретные и непрерывные случайные величины.
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10. Преобразование случайных величин. Примеры: линейное преобразование, логарифмически нормальное распределение.
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11. Числовые характеристики случайных величин: математическое ожидание, дисперсия. Примеры: распределение Бернулли, Пуассона, нормальное, равномерное.

Пусть ξ – дискретная случайная величина, определяемая значениями x1, x2, … , xk, … и соответствующими вероятностями p1, p2, … , pk, … . Математическое ожидание Mξ определяется как сумма   (1.1) (если ряд сходится абсолютно).
Пусть ξ – непрерывная случайная величина, определяемая плотностью pξ(x). Математическое ожидание Mξ определяется как интеграл   (1.2) (если интеграл сходится абсолютно).
Замечание. Механическим аналогом математического ожидания является центр тяжести системы материальных точек. Пусть в точках x1, x2, … , xk, … находятся материальные точки с массами mk=pk, равными вероятностями. Тогда центр тяжести xц этой системы есть , т.е. математической ожидание. Это позволяет иногда определять  без вычислений. 
Дисперсией  случайной величины называется сумма  (2), если  дискретна и интеграл , если  непрерывна. Справедлива формула , если  дискретна (); .
Поскольку дисперсия получается усреднением квадрата единицы измерения случайной величины. Для того чтобы измерять разброс в исходных единицах, вводят понятие среднеквадратичного отклонения: .
Примеры: 1) Случайная величина, распределенная по биномиальному закону.. Поскольку ξ – это количество успехов в n испытаниях, ξ можно представить суммой результатов , где , т.е. ξ есть сумма независимых бинарных величин. Mξ и Dξ равны n-кратным значениям Mεk и Dξ, т.е. Mξ=np; Dξ=npq.
2) Случайная величина, распределенная по закону Пуассона.; k=0,1,2, … Согласно (1.1) . Согласно (2) . Затем . Итак, параметр a закона Пуассона имеет двойной вероятностный смысл: это математическое ожидание и одновременно дисперсия, причем стандартное отклонение 
3) Случайная величина , распределенная по нормальному закону. Плотность распределения . Согласно (1.2) используя замену переменной , имеем , где первый интеграл равен 1, поскольку интегрируется плотность, а второй равен 0, поскольку под интегралом нечетная функция. С помощью той же замены нетрудно показать, что .
4) Случайная величина, распределенная по равномерному закону. 
/*На основе формул математического ожидания и дисперсии получим*/ ; 







12. Интеграл Стильтьеса. Общее определение математического ожидания.
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13. Математическое ожидание функции от случайной величины. Моменты случайной величины (моменты распределения).
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14. Многомерные случайные величины, дискретные и непрерывные; функции распределения и их свойства.
Основные определения
Мы всегда предполагаем, что имеется некоторый эксперимент, результат которого заранее неизвестен и непредсказуем. Известно множество  всех возможных результатов эксперимента, на котором задана вероятность . В этой схеме  — элемент произвольной природы. Если же исходом эксперимента являются  чисел  (случайная точка в , то случайный исход называется n-мерной случайной величиной. Таким образом,  и на  задана вероятность , т.е. для достаточно произвольного , , задана — вероятность попадания случайной точки в .
Определение 1a. n чисел  — случайный исход эксперимента, называется n-мерной случайной величиной.
n-мерная случайная величина может определяться и задаваться более общим способом. Пусть  — множество исходов  произвольной природы и на  задана вероятность Р. Пусть на  определены n функций с вещественными значениями:

Определение 1б. n вещественнозначных функций, определенных на вероятностном пространстве , называется n-мерной случайной величиной. При таком определении нас интересует вопрос, как определяются вероятности случайных событий  (попадание случайной n-мерной точки в А). Выделим в  множество В:

состоящее из тех , для которых значения функций . Поскольку , для B задана вероятность  . События  и  эквивалентны, и потому


Дискретные и непрерывные случайные величины
Будем рассматривать двумерные случайные величины  основные положения оказываются справедливыми и для случайных величин произвольной размерности.
Определение 2. Случайная величина  называется дискретной, если множество ее возможных значений конечно или cчетно. Такая случайная величина может быть задана перечислением точек  на плоскости и соответствующими вероятностями .

[image: C:\Users\mcdky\AppData\Local\Temp\FineReader10\media\image1.png]

Без ограничения общности можно считать, что множество значений — это узлы , i,j = 1, 2,... прямоугольной решетки, поскольку любое конечное или счетное множество точек на плоскости можно дополнить до прямоугольной решетки узлами с нулевыми вероятностями (рис. 5.1); — вероятности соответствующих точек. Можем определить вероятность попадания  в некоторую область A на плоскости (рис. 5.2):


Очевидно, сумма вероятностей всех точек равна 1:

По совокупности вероятностей  можно найти закон распределения одной компоненты, например первой:

т.е. при фиксированном значении , суммируются вероятности всех точек из , у которых первая компонента равна . Аналогично для второй компоненты

Определение 3. Двумерная случайная величина  называется непрерывной, если в любой точке плоскости  существует плотность вероятности , понимаемая как предел отношения вероятности попадания в прямоугольник с малыми сторонами  к площади прямоугольника:

Функция   называется плотностью совместного распределения для  Из (5.4) следует, что вероятность попадания в некоторую область А равна интегралу от  по А:

Очевидно, 

Плотность распределения одной компоненты определяется аналогично (5.3):

Пример 1. Случайная величина  называется равномерно распределенной в области G, если

Значение константы c равно , где  — площадь области G, определяемая из (5.6).
Пример 2. Случайная величина  распределена нормально, если

Эта плотность имеет 5 параметров: . Линии уровня для плотности

являются эллипсами с центром в точке ; в этой точке  имеет максимум. Если по (5.7) определить  и , то увидим, что  и подчиняются нормальному распределению, причем Параметр r — это коэффициент корреляции между  и  (см. пп. 7.3).
[bookmark: bookmark8]Функции распределения
Определение. Функцией распределения случайной величины  называется функция , определенная на  и равная в точке (х, у) вероятности события :

Обычно в индексе указывают случайную величину: 
Свойства функций распределения.
1. . 
2.  монотонно не убывает по каждому из аргументов.
3. 
4.  непрерывна слева по каждому из аргументов.
5. Вероятность попадания  в прямоугольник (рис. 5.3): 

Эта формула позволяет определить вероятность попадания  в область, которую можно представить непересекающимися прямоугольниками.
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6. Связь плотности с функцией распределения: 

Действительно, в силу (5.5)

Дифференцирование по x и y дает (5.9).
Для случайной величины  произвольной размерности:

7. По  можно определить функции распределения и плотности для отдельных компонент:
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15. Независимость случайных величин. Условные распределения.

Независимость случайных величин

Напомним, что события А и В называются независимыми, если

Определение 1. Дискретные случайные величины  и  называются независимыми, если при любых  и 

или

Определение 2. Непрерывные случайные величины называются независимыми, если для любых х и у для плотностей справедливо равенство:

Определение 3. Понятие независимости для случайных величин общего типа формулируется в терминах функций распределения. Величины  и  независимы, если

Определение 4. n случайных величин  называются независимыми в совокупности, если


Условные распределения

а) Рассмотрим сначала дискретные случайные величины и , определяемые совокупностью  точек на плоскости и соответствующими вероятностями . Предположим, что эксперимент проведен. Стало известно значение одной компоненты  = у, но значение другой компоненты  остается неизвестным. Возникает вопрос: каковы вероятности того, что  имеет различные значения ? Выпишем эти вероятности по формуле условной вероятности:

В этом выражении  изменяется, а у зафиксирован.
Определение. Совокупность по  вероятностей (5.14) называется условным распределением случайной величины  при условии известного значения  = у.
Просуммировав (5.14) по , с учетом (5.3б) убеждаемся, что

б) Рассмотрим непрерывные случайные величины  и , определяемые плотностью совместного распределения . Предположим, что эксперимент проведен. Стало известно значение одной компоненты  = у но значение другой () остается неизвестным. Каково теперь распределение значений для 
Определение. Плотностью условного распределения случайной величины  при условии известного значения  = у называется функция от х:

Убедимся в том, что предел равен отношению плотностей. Действительно


при . В выражении для условной плотности переменной является х, а значение у фиксировано. Интегрирование (5.16) по х с учетом (5.3а) дает 1:

Замечания.
1.Поскольку значение у зафиксировано,

Эта запись означает, что условная плотность, как функция х, совпадает с точностью до константы   с сечением функции двух переменных при фиксированном значении  другой переменной. Нормирующая константа  определяется из условия

2.Если и  независимы, т.е. , то

т.е. условное распределение совпадает с безусловным.
3.Аналогично (5.16) вводится условное распределение случайной величины  при условии известного значения :

Замечания 1, 2, 3, сделанные для непрерывных случайных величин, справедливы и для дискретных, надо лишь плотности заменить вероятностями и интеграл — суммой.

[bookmark: bookmark13]Условные математические ожидания и условные дисперсии

Для условных распределений мы можем определить математическое ожидание, дисперсию и другие числовые характеристики. Они нужны для многих целей, в частности, для прогноза. Если стало известно значение одной компоненты = у, и мы хотим предсказать ненаблюдаемую компоненту  , то лучшим прогнозом  является условное математическое ожидание:

Например, известна на сегодня температура в Москве, а мы хотим предсказать температуру в Ярославле. Лучшим прогнозом является условное математическое ожидание. Здесь лучшим прогнозом мы понимаем такой, для которого средний квадрат ошибки минимален.
Для того чтобы рассматривать одновременно дискретные и непрерывные случайные величины, будем использовать единое обозначение , понимая его как плотность, если  и  непрерывны, и как вероятность при дискретных аргументах, если  и  дискретны. Аналогично: условные распределения	 и распределения компонент .
Определение. Условным математическим ожиданием случайной величины  при условии известного значения  = у называется

Определение. Условной дисперсией случайной величины  при условии известного значения  = у называется 

Поскольку значение у случайно, мы можем рассматривать значения функций  и  как случайные величины:
Справедливы следующие замечательные формулы:


Покажем справедливость (5.21) для дискретных случайных величин. Запишем формулу полной вероятности в наших обозначениях

Умножим это соотношение на х и просуммируем:

что означает

Покажем справедливость (5.22). По формуле (4.14), справедливой для любых распределений, в том числе условных

Здесь слева и справа — функции от у, которые мы можем рассматривать как функции от случайной величины :

Если определить математическое ожидание слева и справа (используя свойство из раздела 6: математическое ожидание суммы равно сумме математических ожиданий), то получим

Определим второе слагаемое в (5.22):

Складывая (5.23) и (5.24) и дважды применяя (5.21), получим (5.22):























16. Преобразование многомерных случайных величин.  Распределение суммы двух случайных величин.
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17.Свойства математического ожидания. Примеры.
1. Математическое ожидание константы есть константа:

(1)
2. Константа выносится за знак математического ожидания:

(2)
3. Математическое ожидание суммы случайных величин равно сумме математических ожиданий:

(3)
4. Если случайные величины независимы, то математическое ожидание их произведения равно произведению математических ожиданий:

(4)
Покажем справедливость этих свойств.
1. Константу с можно рассматривать как вырожденную случайную величину, которая принимает единственное значение с с вероятностью 1.
2. Формула (2) доказывается применением формулы:                                                (5) ,если положить 

и с вынести за знак интеграла.
3. Формула (3) также доказывается с помощью формулы, аналогичной (5). Для дискретных случайных величин

 (6)



Если в качестве   взять сумму , то по (6)



 

4. Аналогично показывается справедливость (4); для дискретных случайных величин, если они независимы, т.е.                                       , имеем



 

Пример 1 использования свойств. Проведем п независимых испытаний случайного события А, вероятность появления которого в одном испытании Р(А) = р. Определим математическое ожидание и дисперсию количества  успехов. Эту случайную величину можно представить суммой результатов п испытаний:



где 
Согласно 4a и свойству суммы мат. ожиданий:





Пример 2. В устройстве n блоков. При испытании блок с номером i выходит из строя с вероятностью рi. Определить среднее количество выходящих из строя блоков, а также дисперсию.

Количество  выходящих из строя блоков можно представить в виде суммы по блокам:



где 








18.Свойства дисперсии. Примеры.
1. Дисперсия константы c равна 0.


2. Прибавление константы не изменяет дисперсию.


3. Константа из-под знака дисперсии выносится с квадратом.


4. Для дисперсии суммы случайных величин используются формулы:
а)Для независимых случайных величин дисперсия суммы равна сумме дисперсий.


б)Для произвольных случайных величин



, где  и 
5. 
Неравенство Чебышева: 


Это неравенство понимается так: вероятность большого отклонения случайной величины от своего математического ожидания мала, и она тем меньше, чем меньше дисперсия.

Справедливость свойств (1-4) вытекает из определения дисперсии (1) и свойств математического ожидания. Действительно:

1) 

2)

3)
4б)



4а)
Если события независимы то по                                        :


5)доказательство д.б. в другом билете.


Пример 1 использования свойств. Проведем п независимых испытаний случайного события А, вероятность появления которого в одном испытании Р(А) = р. Определим математическое ожидание и дисперсию количества  успехов. Эту случайную величину можно представить суммой результатов п испытаний:



где 
Согласно 4a и свойству суммы мат. ожиданий:





Пример 2. В устройстве n блоков. При испытании блок с номером i выходит из строя с вероятностью рi. Определить среднее количество выходящих из строя блоков, а также дисперсию.

Количество  выходящих из строя блоков можно представить в виде суммы по блокам:




где 




19.Числовые характеристики многомерных случайных величин.

Пусть  - многомерная случайная величина (вектор столбец).
Математическое ожидание — характеристика среднего значения случайной величины.

Определение. Математическим ожиданием , называется вектор математических ожиданий:
[bookmark: _GoBack](1)
Каждая компонента этого вектора может быть выражена через интеграл:




Где функция распределения случайной величины ;F(x1,…,xn)- функция распределения случайной величины [image: ]
Дисперсионная матрица — характеристика рассеяния

Определение. Дисперсионной (ковариационной) матрицей называется матрица вторых центральных моментов: 
[image: ]



где [image: ]	называется ковариацией случайных величин и . Если  - непрерывна и р(x1,.., хn) — плотность вероятности, bjk выражается очевидным образом через интеграл:
[image: ]

Дисперсионная матрица является симметричной:
ВТ = В
и неотрицательно определенной, т.е. для любых значений переменных t1,…,tn
[image: ](1)



Это свойство доказывается рассмотрением случайной величины - линейной комбинации:
[image: ]



Вычислим дисперсию. Поскольку = О
[image: ]

[image: ]что совпадает с суммой в (1); но > 0, что и дает (1). Дисперсионную матрицу можно представить так:
 












20. Коэффициент корреляции и его свойства.

[image: ]
[image: ]










21. Свойства математического ожидания и дисперсионной матрицы.
[image: ]
[image: ]
[image: ]










[image: ][image: ]22. Неравенство Чебышева. Закон больших чисел в форме Чебышева.[image: ]























[image: C:\Users\WantBeFree\Downloads\23.jpg]
24. Центральная предельная теорема. Доказательство для случая независимых одинаково распределенных слагаемых.
[image: ]
[image: ]









25. Примеры применения центральной предельной теоремы: оценка ошибок округления, расчет устройств со случайными параметрами.
[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]
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PAMH, PABHSIMH MAPAMETPaM CyMMSt: a, = MS,,, o2 = DS, . Tounee: dynk-

YUR paCHpedenents HOPMUPOGAHHOI CYMMBI CMIPEMUMCA K QyHKKUU pac-
npedenenus cmandapmuozo uopMansno20 3axona:

2
5 -M5E . %
P, =tL El <y >O(x) = j RN (3))

\/D 5 =)
i

'HOpMHpOBKa COCTOHT B BLINHTAHHH MATEMATHYECKOTO OXHIAHKA H Tefie-
HUA HA KopeHh 3 JMCTIEDCHH; HOPMHPOBAHHAS cyMMa {, WMeeT ML, =0;
g, =1.

Onpenenentie. TOBOPAT, 470 K IOCEAOBATE THOCTH CIyHAHHBIX BeHHH
PRPUMENLMA KEHMPATbHAR NPeDeTbHAR MEeOPeMa, €CIH BLINONHACTCA CBOH-
cT80 (9.1).

Csoiicméo (9.1) 6sin0AHAEMCA NPl PAXTUUHBLX YCTOGUA, HATPHMED TDH
crenyromix.

Teopema. ECTH &, ..., E, ... — [OCIEA0BATE IBHOCTS HE3ABHCHMBIX CTy~
YAMHLIX BENHYMH, MPHYEM HX ANCIEPCHH PABHOMEPHO OTPaHHHEHHI C JBYX
CcTOpoH, T.e. 0 < ¢; < DE, < ¢ < ®, T0 cooTHOmEHHe (9.1) BHTOAHAETCA.
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Teopema yTBepnact, 4To eCii p Malo, a 1 BENHKO, T0 BEPOATHOCTS 110~
yaiTs k ycrexos MpUGTIOKeHHO pasta

'3
P={E=k}=Clptqm* (n:‘)

Teopema. TIycs n — @, p -0, np — a. Torna

B ek ok K
Ple=k=Cipta-pt — o (9
TIOKEX €M CIpABEATHBOCTS 3TOTO yTBEPXACHIA.
Bo-nepabix,
k
c,,/t;‘T"—“n. (3.10)

JleficTaimensro, ¢ yuetom (3.9)

k_nn-Dn-2. k) _n* oAt
ck= = Ti0-ho-d.0-kh - 7
Bo-BTopEIX,
N
a-pyk ( - s [EXT))
apF T apF
W Tora, yunTinas (3.10)  (3.11), mpHn— 0 momysaew:

- 3 -a —t
chpba-py* 8y pree s,

wro W Tpe6oBatocs Noxasars,

3aMeTHM, T CyMMa Beniii cipasa 8 (3.9) pasiia 1:

i
o k!

Ivs
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Hoxazarenscrso: [ycrs M, = a, De, = 02 ecrh HE3aBHCHMOCTD

Torga & = X¢
T ovn
n—00, -2

Tlokazkem 4uro xapakrepucrnueckas Qynxins & fe, () —— 2
&= > & —na
" ovn
Pacevorpuy (& —a) : M(& — a) =0.D(&—a)=0"

—na _
Joxasar, uro P{&, < x} 17 B(z)

. @it)* 5 (it)? 2
Tk f(£) = 1ma(if) +myrg . => fe, = 140+ 0* 5 + O(f)
S(6—a)~ 1)
i=1
Y&-na_ ., o B FAOW) e
on ~ ‘/, 1 3 02n+®(02n)] 1 - ] €72 - XapaKTePHCTHICCKA

(DYHKIME CTAHJIAPTHOIO HOPMAIBHOIO 3aKOHA
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Tipumep 1. Ouenxa owiubox oxkpyznenus. UIMeeTcs n qUCEN X1, ..., Xn.

n
TpebyeTca BHIHCINTS CyMMY Sy = 3 x; . CyMMHPOBAHHE NPOBOIHM Ha Bbi-
=i
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HCTHTENbHON MALIHHE C KOHESHSIM WHCTOM PAIAIOB, T.C. CYMMHPYIOTCA
OKPYTIICHHEIE SHAUCHHS Y1, ..., Y
Sy=2ws
p=i
OumGKa OKpyTTEHHS 8, = y; ~x; — ClyuaiiHas BE/INTMHA, HE MPCBOCKOTHT
TOTOBHH! NOCIEHEro paspsa, OUMGKa BHTHCICHIA

AS=SyASx=Z,§,.
=

Ecau we ywumeieaemcs cayailhoil xapaxmep OLIHGKH, TO, 0SEBHIHO
|as|<h = n}é ©:4)

T ———
OnHako owubxu weiom cryuaiinbiii Xapaxmep;, MOXHO CIHTATB, YTO OHH
PaBHOMEDHO pacTIpenenieHs! Ha otpeske [-1/2, 1/2] 1 HesaBHCHMBI, B 3roM
crysae MAS =n-0=0, DAS =n/12. HyXHO onpexeiuts Takoe h = ?, 4t0
AS[< h BHITIONHAETCA MPAKTHIECKH JOCTOBEPHO, T. €. C BEPOATHOCTIO, 613~
KO K 1, HAIIPHMEP C BEPOATHOCTHIO P, = 0,997:
Pljasi<h}=p.

B cuny (9.2) 51 BeposTHOCTS

h-0 ~h-0
P{jas| <k}~ - 0|
tt<s-o{55)-+(5x3)
OBosHauim x He3BecTHoE 3Hauetke: h/DAS = x . Torta
D) -O(-x)=P,.

VauTaisas, 470 D(-x) = 1 - B(x), HMeeM
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D(x)=(1+P,)/2=0,9985 ,

omkymax=3,T.¢.
h=3JDAS =3Jn/12 =3n /2
B eQMHmuax mocleHero paspama. Ecma, mampumep, n = 300, To

h=/3-300/2=15. Bes yutra cryaittioct no (9.4) ho = 150, T.c. ommbka
OKkaIMBaCTCA 3aBILIEHHOA B 10 pas.
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Tipumep 2. Pacuém yempoiicme co cryuaiinsini napamempanu.
TlycTs BHIXOHOM NAPAMETp YCTPOACTBA 1) ABIAETCH BYHKIHEH BXOMHBIX

1apaMeTpoB &1,53,..&n
N=fGrsemr€n)- ©.5)
HcTnnimte Hatenns&},Ey,...E, BXOTHBIX NAPAMETPOB OGHITHO OTAWIA-
1OTCA OT HOMHHATEHBIX, C KOTOPHIMH BEXYTCH ACHETSI; NYCTS &; = g; +§;, e
@ — HOMMHATLHOE 3HARCHMe; & — CAYHANHOE OTKAOHEHHe OT HOMMHTE;
Me, =0;De, = 67 . PacuéTiioe 3uaveHHe BHXOTHOTO NAPAMETPa PaBHO
M= /(@5 ) -
Hac wHTepecyeT Bonpoc: GyIeT 11 OTKIOHeHHe |1 T]| HaXOTHTECA B mpe-
nenax nonycka A? JUiA OTBeTa Ha BOMPOC ONPEACTHM BEPOATHOCTS
P{in-Til<a}; ©.6)

€cln oHa 613Ka K 1, TO OTBeT yTBepIKTENbHLIH. OnCHHM 5Ty BEPOATHOCTS.
ECIH Beli4HHS € MaThi, TO

M= S Cronbn) = f(@enan) + 2 S

Hn-N= L =S,,

Tae f{ — MpOW3BOmHas 1o i-fi NepemelHoH. OTKIOHEHHA €; MOKHO CHHTATS
HesaBHCHMBIMH,

MS, =0, DS, =300} =c}.
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OueHiM (9.6) 110 UEHTPALHOH NpeenLHON TeopeMe:

Plin-Til<4) = 0|

Ecnn 312 BEpOATHOCTS 6HIKA K CAURMILE, T.C. O_A> 3, (unave oy < A/3),
T

TO OTKIIOHEHHE HCTHHHOTO IHAMEHIUA O PACHETHOFO GYAET HAXOTHTECH B Tpe-
Henax AomycKa.
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TOBOpAT, 470 crydaliuas Bemianta & noduunsemcs axony Ilyaccona,
€CTIH MHOKECTBOM ee 3HadeHH SBIAIOTCA TeTble HeoTpHUATEbHAIE THCTa 0,
1,2, .o k..., IpieM

(3.12)
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I7e a,a >0 — napaveTp pacnpeseneriis; kopoTo 3annchisactes: & ~ Po(a)
(MpHMepH! NOKA3aHH! Ha pHC. 3.5).

0,5 05, 0.5,
Po(a) Po(a) Po(a)
0,4 =08 0,4} a=3 0,4} =6
0,3] 03] 03
02 02 ” 02
01 0,1 I I (A
. [1.. I¢
0 2 4 6 00 2 4 6 8 100 2 4 6 8 10

Puc. 3.5. Pacnpeaeenne yaccoua




image15.png
3TOT N0TOX HAIMBAIOT TakKe npocmeiiuu. TlyCTh Ha BemeCTReHKOM OCH
'BOSHUKEIOT CTy4aliHbie TOUKH (yZ0GHO NPELCTABIATS BPEMEHHYIO OCK; B CTY-
aliHbiE MOMEHTH! NIOABIAIOTCH TO4KH). CHIeNiaeM HEKOTOPHIE MPEATIONOKEHHA
OTHOCHTENTbHO MEXAHHIMA TIOABNIEHMA CIYHARHBIX TOUEK.

1. Omcymemeue nocnedeiicmeus: Gyiem CHATATS, 4To OABTeHHe TONEK Ha
HETePECeKAOMIXCA HHTEPBATAX — HEIABHCHMBLE CrysaliHble COBBITHA.

2. CmayuoHapHocmy: BEpOSTHOCTHSIH MEXAHHIM NIOSBIIEHHA TONEK He H3-
MEHAETCA TpH CIIBHTE BO BPEMESH, T.€. BEPOSTHOCTS OABMEHHA k TOWEK Ha
MHTepBaTe (x, X + 1) 3ABHCHT TONBKO OT LTHHBI 3TOT0 HHTEPBANA;

Fe(ox+0)=FR(0). 3.13)

3. Opounapuocmy: TOSBIEHHE KPATHBIX TOMEK HEBOIMOXHO HIH, UTO TO
e camoe, BEPOATHOCTS NIOABIEHHA Goliee OTHON TOUKH Ha HHTEpBTe Matolt
s Af ecTh BemHuMHA O(AL):





image16.png
- im LA _
Ri(a) =o(a9, ze. lim L2 =0,

4. R(A)=2Ar+o(an), (.14)
T.e. BEOATHOCTS NIOABICHHA OZHOM TOGKH Ha MHTepBane Mano LTHHB Af
TPOTIOPUHONATEHA JTHHE MHTepBana (¢ TOdHOCTSIO 10 0(AY)). Kodpdument
A\ HasLIBAETCH napamempom nomoka. Buinomserne 3Toro CBOACTEA MOXHO
He TPEGOBaTS, T.K. OHO CIie/TyeT H3 Mpe Ky (CM. JaMeHaHHE HIKE).

OBo3Haunm & KonH4eCTBO Tovex 3a Bpems 7. ECTH nepeuncrentimie caoii-
CTBa BHNOHAIOTES, To Cry9aliuas BeHIHHa & pacnpenerena o sakomy Tly-
accoa ¢ napamerpom a=A T, Te.

ot ar
: .

JleficTRHTE KO, PasobbeM MiTepBan ANHHH T Ha GOBLIOE YHCIO 7 Hac-
‘Tel Manol tHHb! Af = T/n. Ha KaXI0M HHTEpBANE THHBL Af MOXET NOBHTE-
4l OJIHA TOUKA WIH He TIORBHTECA. B Cilly IPEATIONOKHHA | HMeeM 7 HE3aBH-
CHMBIX HCTILITaHWIE C BEPORTHOCTBIO (3.14) MORBNEHNA TouKH. BeposTHOCTS k
coGuuii

PlE= (3.15)

P{E=k}=CER*An[1-R(an]™*. (3.16)
Tockomsky mpi n—>o R(A)—=0 u nA(A)= n(k%i»o(*)) SAT,

110 Teopeme TTyaccona BeposTHOCT (3.16) CTPeMHTEA K BepOATHOCTH (3.15).
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3ameuanne. TloxaxeM, 4T0 CBOHCTBO 4 ClleNyeT U3 MEPBLIX TPeX, T.e. 410
BEPOATHOCTL MOABICHUA ONHOM TOUKH Ha WHTEpBATe MATOR LTHHHL Af po-
TOPUHOHANEH UTHHE HHTEPBANA C TOHOCTBIO 10 0(Af). JICHCTBHTENbHO, Be-
POATHOCTb HETOABNEHIA TOUeK Ha MHTEPBaNe UTHHBL { + 5 B CUJTy MEATIONo-
KEHHA | MOKHO 3aMHMCaTh TaK:

Pyt + 5) = Po(t) Po(s),
t2te Po({) ~ BEpORTHOCTE MOABNEHNA 0 TOMEK Ha WHTepBaNe LMHH f. DToMy
COOTHOILIEHHIO Y.IOBETBOPSET TOBKO JKCTIOHEHTA

R@=e™, 317
T2 A > 0, HaK MHHYC CIEAYET I3 TOT0, 410 Py(f) — BEPOATHOCTS, T.¢, BedH-

Ha, He TIPEBOCXOAAIAT 1. BEPOATHOCTE MIORBNIEHHA OMHOM TOHKH Ha HHTEpBa-
Jie MO JUTHHBL Al, O4EBHIH;

R(an

= Ry(An)- P,y (Ar) (3.18)
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Tipn Manom 1 =Ar (3.17) Py(Ar) =1-AAr+0(Ar) ; NOZCTaBNRS 310 B
(3.18) n yunruipas caofictao 3, nonyuae (3.14).
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HMeeTca yHvBepcanHblii Cocol 3aiasis ClyHaliHol BETHIHHE! — € N0~
MOII5H0 (hYHKIIHH PacTpeenienns.

Onpenenense. Jls npoK3BonbHOf Cryuaitiolt Bemyisl & 1 T06oro ¥,
—0 < x < @, paccMOTPiM dyHKINIO Fy(x), PABHYIO BEPOATHOCTH PHHAT 3Ha-
YeHHe, CTPOTO MeHBINEe x:

F()= P{E<x};

3Ta yHKINIA HASBIBACTCA (hyHKiUeil pacnpedenenun cAyaiinoil aenutuisi & .
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Cnencrane. Ecnn gynkmas Fz(x) HenpepeisHa B TOUke Xo, T0
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P{e=xo}=0;
ech Fe(x) paspsiBa B Xo, T0
Pe=x0} #0.
Cuofictsa pynkumii pacnpenenenns
1. 3HaueHH YHKUMH pacnpe/ielieHis HAXOAATCA B AHANA30Re 0T 0 10 1:

0<FR(x)s1

370 CBOHCTBO OYEBHIINO, IOCKONBKY F (x) — 3TO HEKOTOPas BEPORTHOCTS.

2. Fy(x) — weybubmouas ¢yHkuni, Te. ecu Xp>x, TO
Fe(x2) 2 Fy(x).-

leficTsuTensHO, paceMoTpiM cobbiTHe {§ < X}, KOTOPOE MOXHO Tpea-
CTABHTS B BHIIE CYMMB! JIBYX HECOBMECTHbIX COBBITHIL:

{t<x)={t<n}uin <t<x).
Onpe/ieNHB BEPOATHOCTS C/IEBA H CIIpaBa, MOy HM:
Fe(x)= Fy(a)+P{x <E<xp} 2 R(x).

3. Fy(x) nenpepuipia cnesa p ool TouKe:
lim Fy(x-€)= F(x).
0<e—0
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Onpeneneniue 1. Cryqaiinas BennuuHa § HA3KIBAETCA OUCKpemHoil, ecu
MHOKECTBO e¢ 3HaYeHHH KOHEUHO WIH CYETHO.
Takyio cyHalliylo BETHMHHY MOKHO 3ZATh €€ JHAYEHHAMH H COOTBETCT-

BYIOUIHMH BEPOSTHOCTAMH:

X, Xgpeer i o
Pls Paseeos P
e p,=P{E=x,}.
Slero, uto
Ton=1. (3.23)
n

BepoATHOCTS NONAfaHMA CTyHaliHOM BENMYMHB & B OCTATOYHO MPOH3-
BOJTbHOE YHCII0BOE MHOKecTBO B, B € R', Ope/iensieTcss oueB LM 0Gpatom:




image23.png
PleeBl= ¥ pi. 629
kiyed
T.€. CYMMUPYIOTCS BEpOSTHOCTH TeX 3HaueHHl Xy , KOTOpbie HAXOMATCA B B.
Onpenestenne 2. Cyualinas beHIA HAIIBIETCH HENPepHaNO, eCIH B
oGO ToUKe X CYLECTBYeT naOmHOCHIY 8EpOAMHOCY P (X) , TIOHMMaCMas
KaK Tpefie]l OTHOMICHUA BEPOSTHOCTH NOTIANAHUR B MHTEPBAN MANOH [UTHHBI
(x, % +A¥) X LIHHe HiTepBana:

o Px+ax)
Pe(®) _A‘x“:aiAz 5 (29

370 03Havaet, ¥TO
P{&e(xx+Ax)} = pg(x)Ax+0(Ax) . (3.26)

SICHO, 4TO BEPOATHOCT NIONAAHHA B I0CTATONHO MOMSBOTLHOE YHCIIOBOE
MHOXeCTBO B onperensieTcs kak npezien cyMmsi 3, (p(%)Ax; +0(Ax;)) cna-
T

raemsix Buza (3.26), 9T0 B npesierie ZaeT HHTErpai:

PleeB= | p(xas. 327
xeB
Osesmzio, 1 Py =1, (3.28)

nockomy 1= P{ge (<o) = | (o).

Ecnu cyuaftias BeNIHHA & REMpEpHBRA, TO IIOTHOCT PACTpEACTCHHT
Pe(x) W dyHKua pacrpenenenns F (x) cBA3aHK CrEMYIOLM 0Gpalom:
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; (XJ

P = (3.29)

Oro crenyer u3 (3.27), T. K. .
Fy(x)=P{g<x}=P{ge(-ox)} = [ pp(x)d’,
4TO nocne AupdepenIMpoBauA no X Aaet (3.29). Mon murerpaniom GykBa x

0B03HatieHa Co LITPIXOM, STOGH OTIEHTS X — BepXHIl Mpezen — of X' —
HepeMeRHOT HHTETPHPOBAHA.




image25.png
Tlycts 3anama clysaiiias BEMHHHHA & C M3BECTHRM 3aKOHOM pacmpenere-
HitA., OHa OBepraeTcs MpeoGpasoBaHio
n =&,
PE3YIILTTOM KOTOpOro ABNAETCA Cydalias Bemramia 1. TpeGyetcs ompere-
THTS 38KOH PACTIpEAENIERHS U1 Npe06pasoBaiHoN CTywaltHOM BENHIHHSL.
TIycTh & AMCKPETHA; 3TO O3HAYAET, STO ee MOKHO SANATS, NEPETHCIHE ce
3HAYCHHA H COOTBETCTBYIOLLIHE BEPORTHOCTH (T. €. PAN PACpEIeNeHNA):
X1y X250 Xp
P(x1), P2y PG5 )y
Onperten GyHKUMO pacnpenenenin s n:

RO)=Ph=f@<y= T P, (3.38)
xS (ke)<y





image26.png
/i€ CyMMHPYIOTCA BEPOATHOCTH TeX “HKCOB”, /L1d KOTOPBIX flxg) <y .
AHATOrHYHO 3ATIHCHIBACTCA QYHKIA PACTpEAECHIA UIA T, ecln &
— HenpephiBHa Cy4alHas BeTHIHHA, ONPEENAEMAR IOTHOCTEHO Py(x).

ROM=Pn=7@®<y}= [ p@&ax (3.39)
xf(x)<y

B wactHocTH, ecnt f{x) CTPOr0 MOHOTOHHas hyHKIA, TOra
RO=PUF@ <) =Pl 0 =R(®). G40
EC/H H3BECTHO, 4TO 1) HEMPEpHIBHA, TO MOKHO OMPEAETHTS €€ IIOTHOCTS
uGdeperumpopantien (3. 40)

nO)=g 4 0)=rer o) @/ ')

Dipumep 1. Tozapudwusecu-nopmarsioe pacnpedenenie.
Tlyets & ~N(a, 62) 1 n=e°. SlcHo, uTo 1 > 0 ¢ BEPOATHOCTEIO 1, M03TO-
My Fe(y)=0 may<0; anay20:
In 2
exp(-y* /20
FO)-Pin= st < Ple<inn - | Ty,

- 216
TiotsocTs pacnpenencmu

L F(iny) = pyny)/y =
3 (3
dy (3.41)
expl-(ny-3)’1/20%).
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BYI TUIOTHOCTH JI0TapH(MHYECKH-HOPMATIBHOTO PaCTpEeNeHA NIOKA3AH
Ha phc. 3.14.

Tipimep 2. JTuneiinoe npeolpasosanue cayuainoil senusursi.
Tlycrs 3aKon pacnpenenenus wia & 3azaerca ¢yHkumelt pacmpenencHius
Fy(x) . PaccmoTpi crrysaliiyio ey
n=a+bE
Tlycts b > 0. Onpezeny dyHiiwgo pacnpenenenis F () :
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b b

Ecnn § — Henpepiisas crywaliiias BENHUMHA, TO ) ToXe HempepHsHa;
ONpeeMM MIOTHOCTS AiepeHuMpoBaRHEM:

F,,(y)=P(a+b¢<y)=P{§<””}:F§("'”). (3.42)

¢ (y-a)l
PO =[ROY] Py (%)Z' (3.433)

Eemn b <0, 10

S

(2L

= Pg( 3 )b. (3.436)

O6nenuuns (3.43a) 1 (3.436), 413 MPOMSBONBHORO b MOHO 3amicaTs
L (y-
oY= e (%] (3.44)

HcriofissyeM 370 COOTHOIEHAE 1A Npe00paloBaHis cryaitHoM Benirin-
Hb! &, pacnipeieleHHOM 110 CTaHIAPTHOMY HopManstiomy 3axory N(O, 1):
n=ct+a.
Tockonmsky

P =(VER) 2,
no (3.44) nomyaim

PEO) = (W )-I om0t 120




image29.png
Tonyuetoe BHpaXKeHHe ABIAETCA MIOTHOCTHO HOPMATBHOTO pacrperie-
NeHHA C NApaMeTpaMH a i o’. TO 03HAUACT, UTO CMYWallHylO BEMHIHHY C
MPOW3BONLHbIM HOPMATHHEIM PAcrpefieieHHEM MOKHO MONYAHTS THHEHHbIM
npeobpasosanmem 13 & ~ N(0, 1).
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MBTEMATIYECKOE OXHIAHHE ONPENENTETCH B OBLLEM BIAC Hepe3 HHTErpat
Crunsaeca. Tosenin 310 nowsTe. lycrs ua [a, b] sanamst pywxwn Ax)
G(z). Pasobisen [a, b] Ha 48CTH TOUKANMR @'= X <X, <...< X, = b} COCTABHM

HHTETDAIBHYIO CYMMY
PIICD (ClENRLe[CRY E A SR

# niepefiaeM K peseny Npi THameTpe pasbHenia ) = max|x; - x| > 0;
7

npeden cymmst nasosex unmezpanox Crmunsmveca om gynxuu f(x) ¢ un-
mezpupyioweis gpynkuued G(x):

s
J£6)dGE) = im 2 S ENC () ~Glxi)] (@52)
e s
Ecan G(x) nudbepeHunpyema, To, OEBHIHO,
5 f
[f()dG0) = [ f()G x) e, (4.56)
e G'(x) — npowssonnas Gyuxumn G(x). Ecnu G(x) KycOuHO-NIOCTORHHAA ©

TOMKAMH PAIPHBA Xj, ., Xy, .. H BENHUUHAMH CKSMKOB COOTBCTCTBCHHO
(s By s TO

s
JI0 6= f (). @59)

Marewarirseckoe oxunaste ME B o6iiem Btz 4epes GyHKuwmo pacipe-
enexis F(x) ONpE7EAETCA CAETYIOUIM 0Gpazon:

ME- | xdR(). @6

Ecnn & nenpepsiana, T.e. F; (x) Aupiepenipyena, 1o (4.6) b cuny (4.56)
coowTes k (4.16). Eemt & ackpetna, T.e. F(x) KYCOMHO-TIOGTORRHA, TO

(4.6) cury (4.58) coomimes x (4.12).
Ecrn Fy (x) MOXHO DE/ICTABHTS B BHAE CyMMB!

Fy(0) = F(0)+ Fen(3), @7
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Ecnu sepro (4.7), o
D = [ (x= M) F(x) e+ 2 (5 - MEY Px)) (4.10)

Tpwseacn Take obumyio OPMYTY Fepes PYHKINNO pacnpeacneutts i
BeposTHOCTH HexoToporo cobuTus & € B, Bg R':

PlEeB) [dF(x). @)
B
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e Fy(x) — audpepenumpyemas dynxuwas, a Fg(x) — KycouHo-
nocrosias, TO

Mg= ,f xFi(x)de+ TxP(x), 38)
=4 T

rae P(x) — BemirmHa cKaska dyHKUMK F(x) B TOUKe X;, T.c. BEPORTHOCTE
cobmas &=,
Iwcnepens DE sepes Fy(x) ONpenenseTca cieayloun o6paio:

Dg = [ (x-M&dFy(x) “9
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4.5. MaremaTmuccioe 0mAaHHe GyHKUNR OT cAywakol
eHuRHbL

Tycts eryuafifas BenudmHa & C MIBCCTHMM 3AKOHOM pACTPETENCHHS
Fi(x) nogaepraetcs npeoGpaiopanmo

n=f(x).
PeaynTaro seaeTes nysafinas seniaitia 1. TpeByeTeR onpeaentts
Mn=Mf(x).

Cymectsyer ma criocoSa crenars 3ro.
Iepasiii cnoco6. HallTw saxot pacrpeneacai Fy(y) W 3aTem BHIHCIKTS:

Mn= [ ydFy(»)




image34.jpeg
Bmopoii cnocob, Boobue rosops, 3uanTeNsHO Gonee NPOCTOl, NOCKONBKY
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