
        СЕМАНТИКА ПРОГРАММ

Формальная семантика программ – это область теоретической информатики, занимающаяся математическим изучением моделей вычислений и  смысла программ.

Имеется много подходов к формальной семантике программ. Эти подходы можно отнести к трем классам:

▪ Операционная семантика. Эта семантика связана с интерпретацией предложений программы как процесса вычисления на абстрактных автоматах или вывода в формальных системах;

▪ Денотационная семантика.  Эта семантика связана с «компиляцией» программ в математических структурах (а не в других компьютерных языках, как это делается при обычной компиляции);

▪ Аксиоматическая семантика.  Эта семантика связывает с предложениями программы формулы в подходящей логике, которые описывают определяемые этими предложениями эффекты. Эти формулы используются затем для вывода (дедукции) различных свойств программы.

Замечание. На самом деле эта классификация не является четкой: часто используется комбинация этих семантик.

       1. ОПЕРАЦИОННАЯ СЕМАНТИКА

Операционная семантика программы выражается в терминах преобразований состояний вычисления, выполняемого этой программы. Рассмотрим примеры.

1.1. Примеры вычислений, определяемых программой.

Программы для алгоритма Эвклида 

Алгоритм Эвклида – это древнейший алгоритм для нахождения наибольшего общего делителя двух натуральных чисел.

Замечание. Эвклид дал формулировку этого алгоритма в геометрии в виде метода для нахождения общей меры двух отрезков.

Обозначим:

▪   N –  множество натуральных чисел:  0, 1, 2, 3,…; 

▪   x|y (df  x – делитель  у (  (
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u) xu=y  (x, y, u 
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N);

▪   нод(х,у) = max{z | z|x, z|y}  (x, y, z
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N),  

▪   x mod y – остаток от деления  х  на y (x, y
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N),

▪   |_z_|  – ближайшее целое к вещественному числу  z, т.е.

     |_z_| = max{x
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N | x
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z}.

Очевидно, что

x = y
[image: image7.wmf]´

|_x/y_|+ x mod y. 
А.  Программа для алгоритма Эвклида в языке блок-схем.                        
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                                                          Рис.1
     В этой программе входными переменными считаются  х  и  у. Эти же переменные считаются рабочими переменными. Переменная  х  также считается выходной переменной. 

     Состояние вычисления по этой программе включает значения рабочих переменных и номер выполняемого в данный момент предложения программы. Кроме того, начальные состояния включают значения входных переменных, а заключительные состояния – значения выходной переменной. В число состояний также зачислим состояние остановки, которое обозначим восклицательным знаком «!».  Таким образом множество StateР  всех возможных  состояний программы  Р  состоит из:
     ▪  начальных (входных) состояний  (х,у), где х,у
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N;

     ▪  промежуточных состояний  (j,x,y), где  j
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{1,2,3,4,5}  x,y
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N; 

     ▪  заключительных (выходных) состояний  х
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N;

     ▪  состояния остановки «!». 

     Каждый из операторов программы  Р определяет преобразование состояний    ТР: StateP ( StateP   (которое будем обозначать просто  Т, когда ясно о какой программе идет речь):
     Т(x,y) = (1,x,y);                

     Τ(1,x,y) = (2,x,y), если  х<y;  

     T(1,x,y) = (3,x,y), если  x
[image: image12.wmf]³

y;
     Τ(2,x,y) = (3,y,x);
     Τ(3,x,y) = (5,x,y), если  у=0; 

     Т(3,х,у) = (4,x,y), если  у
[image: image13.wmf]¹

0;
     Τ(4,x,y) = (y, x mod y);

     Τ(5,x,y) = х;
     Т(х) = ! 
     Процесс вычисления можно описать как итерацию применения преобразования  T = TP.  Точнее, для входного состояния  (a,b)  вычисление – это последовательность состояний
     CompP(a,b):  σ0 = (a,b),  σ1=T(σ0),  σ2=T(σ1),…, σn= T(σn-1), T(σn) = c,
Заключительным состоянием является (если программа Р корректна) наибольший общий делитель чисел  a  и  b:  c = нод(a,b). 
     Рассмотрим пример вычисления  нод(28,72) по программе  Р:

     (28,72),

     T(28,72) = (1,28,72),

     T(1,28,72) = (2,28,72),
     T(2,28,72) = (3,72,28),

     T(3,72,29) = (4,72,28),

     T(4,72,28) = (3,28,16),

     T(3,28,16) = (4,16,12),

     T(4,16,12) = (3,12,4),

     Τ(3,12,4) = (4,4,0),

     Τ(4,4,0) = (5,4,0),

     Τ(5,4,0) = 4,

     Т(4) = !.
Таким образом, получаем, что  нод(28,72) = 4.

     Итак, имеем следующую последовательность состояний, определяющую вычисление по программе  Р  для входа  х = 28,  у =72:

     (28,72) |– (1,28,72) |– (2,28,72) |– (3,72,28) |– (4,72,28) |– (3,28,16)
                 |– (4,16,12)  |– (3,12,4) |– (4,4,0) |– (5,4,0) |– 4 |– !              (1.1)                                    
Здесь символ  |–  обозначает бинарное отношение, определяемое преобразованием  τ :
     σ |– τ  (  T(σ) = τ   (σ, τ 
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StateP).
Замечание. Ясно, что отношение  |–  обладает свойством однозначности:
   σ |– τ  и  σ |– τ’ 
[image: image15.wmf]Þ

  τ = τ’. 
Это означает детерминированность программы  Р для алгоритма Эвклида. В общем случае отношение  |– может быть неоднозначным, что означает недетерминированность программы.         
     Последовательность (1.1)  дает пример вычисления по программе  Р  для алгоритма Эвклида. Это вычисление было выполнено для входа (28,72). 

     Пусть  Р – произвольная программа в некотором языке и  StateP          

     Обозначим через  |–*  транзитивное и рефлексивное замыкание бинарного отношения, т.е.   

     σ |–* τ  ( (
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σ1, σ2…., σk 
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StateP)  σ = σ1 |– σ2 |– … |– σk = τ, σ |–* σ
для всех   σ  и   τ.

Б.   Программа для алгоритма Эвклида в языке с оператором  while
      Q:  if  x<y then (x,y) := (y,x) else skip;

            while not y=0  do (x,y) := (y,x mod y) od;

            return  x
Обозначим:    

     a:  (x, y) := (y, x),

     b:  skip,    
     c:  (x, y) := (y, x mod y).
     d:  return x, 
     e:  if  x < y then  (x, y) := (y, x) else skip,

     f :  while not y=0  do (x, y) := (y, x mod y) od,

     Множеством возможных состояний программы  Р  является      

     StateQ = {(x, y) |  x, y 
[image: image18.wmf]Î

N}
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{(p, u, v) | u, v
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N,  p
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{a, b, c, d, e, f} } 
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 N 
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 {!}.

     Программа  Q  определяет следующее преобразование  Т  состояний:

     T(u, v) = (е, u, v);

     T(е, u, v) = (a, u, v), если  u < v;

     T(e, u, v) = (b, u, v), если  u 
[image: image24.wmf]³

 v;

     T(a, u, v) = (f, v, u);

     T(b, u, v) = (f, u, v);

     T(f, u, v) = (f, v, u mod v), если  v 
[image: image25.wmf]¹

 0;
     T(f,u,v) = (d,u,v), если  v=0;
     T(d, u, v) = u;

     T(u) = !    
        Рассмотрим пример вычисления по программе  Р, взяв в качестве входа пару чисел  (28,72). Применяя последовательно преобразование  Т, получим
     (28, 72),

     T(28, 72) = (e, 28, 72),

     T(e, 28, 72) = (a, 28, 72),

     T(а, 28, 72) = (f, 72, 28),

       T(f,72,28) = (f,28,16),

     T(а, 28, 16) = (f, 16, 12),

       T(f, 28, 16) = (f, 16, 12),

    T(f, 16, 12) = (f, 12, 4),   

      T(f, 12, 4) = (f, 4, 0),

    T(f, 4, 0) = (d, 4, 0),       

      T(d, 4, 0) = 4,

    T(4) = !.                

      Таким образом, получаем следующую последовательность состояний, определяющую вычисление по программе  Р:
    (28, 72) |–  (e, 28, 72)  |– (a, 28, 72) |– (f, 72, 28) |– (f, 28, 16)
                 |–  (f,16,12) |–  (f, 12, 4) |–  (f, 4, 0) |–  (d, 4, 0) |–  4 |– ! 

    Таким образом Процесс вычисления можно описать как итерацию применения преобразования  T = TP.  Точнее, для входного состояния  (a, b)  вычисление – это последовательность состояний

     CompP(a, b):  σ0 = (a, b),  σ1= T(σ0),  σ2= T(σ1),…, σn= T(σn-1),
     T(σn-1) = c, T(c)=! 

Заключительным состоянием является (если программа Р корректна) наибольший общий делитель чисел  a  и  b:  c = нод(a ,b). 
1.2. Ханойская башня

«Ханойская башня» - это игра, состоящая в следующем. Имеется три колышка и  8  дисков различного размера. В начале игры все диски надеты на первый колышек так, как это показано на рис.2. Таким образом, имеем башню, в которой диски лежат по возрастанию их размеров.  Цель игры  –  перенести колышки так, чтобы башня оказалась на втором колышке. При этом должны соблюдать следующие правила игры:

     ▪ Один ход игры состоит из переноса одного верхнего диска с одного колышка на другой;

     ▪ Не разрешается класть диск большего размера на диск меньшего размера.





                                                      Рис.2
Оказывается, что кратчайшее (по числу шагов) решение игры составляет   28–1 = 127  ходов. В общем случае, когда имеются  n  дисков , кратчайшее решение игры включает 2n–1. Например, в случае трех дисков игра имеет следующее решение:
1-й ход:  Перенести диск с первого колышка на второй;

2-й ход:  Перенести диск с первого колышка на третий;

3-й ход:  Перенести диск со второго колышка на третий;

4-й ход:  Перенести диск с первого колышка на второй;

5-й ход:  Перенести диск с третьего на первый;

6-й ход:  Перенести диск с третьего на второй;

7-й ход:  Перенести диск со второго колышка на третий
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                                                         Рис.3

     На рис.3 показана последовательность ситуаций, определяющей кратчайшее решение игры. Каждую из ситуаций можно представить тройкой. Например, начальную ситуацию  s0   можно представить тройкой (123,ε,ε), а ситуации  s5  и  s6 – тройками  (1,3,2)  и  (1,23,ε). (Здесь  ε  обозначает пустое слово.)

     В общем случае, когда имеется  n  дисков, произвольная возможная ситуация в игре, может быть описана тройкой вида  

     (i1i2…ip, j1j2…jq, k1k2…kr),

где  i1, i2,…, ip – номера дисков, находящихся на первом колышке, j1, j2,…, jp –  номера дисков, находящихся на втором колышке, k1, k2,…,kp  – номера дисков, находящиеся на третьем колышке. Мы здесь предполагаем, что диски пронумерованы в порядке их размера и i1<i2<…< ip,  j1< j2<…< jp, k1<k2<…<kp. (Заметим,  что                     {i1, i2,…, ip}
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{j1, j2,…, jp}
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{k1, k2,…,kp} и эти множества попарно не пересекаются.)
     Таким образом, кратчайшее решение игры с тремя дисками вместе с ситуациями, возникающими в процессе игры, можно формально описать так: 

      (123,ε,ε) <1
[image: image36.wmf]®

2> (23,1,ε) <1
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3> (3,1,2) <2
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3> (3,ε,12) <1
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2>   

                     (ε,3,12) <3
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1> (1,3,2) <3
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2> (1,23,ε) <1
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2> (ε,123,ε) 
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                                             Рис.4
     Обозначим  через  h(n,i,j)  решение задачи, т.е. кратчайшую последовательность шагов от состояния  (12…n, ε, ε)  к состоянию      (ε, ε ,12…n).  Каждый ход представляется парой вида  <i
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j>, которая указывает, что нужно перенести диск с колышка номер  i  на колышек номер  j.  Таким образом, последовательность шагов представляется словом в алфавите

 {<1
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2>, <1
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3>, <2
[image: image56.wmf]®

1>, <2
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1>, <3
[image: image59.wmf]®
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Решение задачи для трех дисков представляется словом
      h(3,1,2) = <1
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2> <1
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3> <2
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3> <1
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2> <3
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1> <3
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1> <1
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2>                                                                                                                                  
 Ясно, что
 h(n,1,2) = h(n–1,1,3) <1
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2> h(n–1,3,2).
Вообще, для произвольных  i, j (i
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j)     

 h(n,i,j) = h(n–1, i, t(i,j)) <i 
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j> h(n–1, t(i,j) ,j)

Таким образом, имеем следующую рекурсивную программу:
R:    h(n,1,2) <= h(n–1,1,3) <1
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2> h(n–1,3,2)                                                    
   h(n,1,3) <= h(n–1,1,2) <1
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3> h(n–1,2,3)                                                
   h(n,2,1) <= h(n–1,2,3) <2
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1> h(n–1,3,1)

   h(n,2,3) <= h(n–1,2,1) <2
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3> h(n–1,1,3)

   h(n,3,1) <= h(n–1,3,2) <3
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1> h(n–1,2,1)

   h(n,3,2) <= h(n–1,3,1) <3
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2> h(n–1,1,2)
       h(1,1,2) <= 1
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2
   h(1,1,3) <= 1
[image: image77.wmf]®

3
   h(1,2,1) <= 2
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1
   h(0,2,3) <= 2
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   h(0,3,1) <= 3
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   h(0,3,2) <= 3
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Пример. Применим эту программу для того, чтобы решить задачу «Ханойская башня» для трех дисков.
     h(3,1,2)                                                                                                 (1)
     h(3–1,1,3)<1
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2>h(3–1,3,2)                                                               (2)
     h(2,1,3)<1
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2>h(2,3,2)                                                                       (3)
 h(2–1,1,2)<1
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3>h(2–1,2,3)<1
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2>h(2–1,2,1)<2
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3>h(2–1,1,3)    (4) 
 h(1,1,2)<1
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3>h(1,2,3)<1
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2>h(1,2,1)<2
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3>h(1,1,3)                    (5)
 <1
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3>                    (6) 
     Оценка вычислительной сложности программы  R.
Операции программы:  <= (подстановка), –1 (вычитание единицы). 
 Функция  tR((n,1,2))  –  число операций, выполненной программой  R  при ее применении к ситуации (n,1,2). Рассматривая протокол вычисления программы  R для указанного примера, мы замечаем, что выполняются: 

 ▪  1 операция  «<= » при переходе от  (1) к (2);

 ▪  2  операции  «–1»  при переходе от  (2)  к  (3); 

 ▪  2  операции  «<= »  при переходе от  (3)  к  (4);

 ▪  4  операции  «–1»  при переходе от  (4)  к  (5); 
     ▪  4  операции  «<= »  при переходе от  (5)  к  (6).
Таким образом, 
      tR((3,1,2)) = 1+2+2+4+4 = 9.
     Рассмотрим теперь протокол вычисления для входа  (4,1,2).
     h(4,1,2)                                                                                                 (1)    

     h(4–1,1,3)<1
[image: image97.wmf]®

2>h(4–1,3,2)                                                               (2)

     h(3,1,3)<1
[image: image98.wmf]®

2>h(3,3,2)                                                                       (3)

 h(3–1,1,2)<1
[image: image99.wmf]®

3>h(3–1,2,3)<1
[image: image100.wmf]®

2>h(3–1,2,1)<2
[image: image101.wmf]®

3>h(3–1,1,3)    (4) 

 h(2,1,2)<1
[image: image102.wmf]®

3>h(2,2,3)<1
[image: image103.wmf]®

2>h(2,2,1)<2
[image: image104.wmf]®

3>h(2,1,3)                    (5)  

 h(2–1,1,3)<1
[image: image105.wmf]®

2>h(2–1,3,2)<1
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3>h(2–1,2,1)<2
[image: image107.wmf]®

3>h(2–1,1,3)

                  <1
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2>h(2–1,2,3)<2
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1>h(2–1,3,1)<2
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3>h(2–1,1,2)  

                  <1
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3> h(2–1,2,3)                                                              (6)                                              
 h(1,1,3) <1
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2>h(1,3,2)<1
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3>h(1,2,1)<2
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3>h(1,1,3)
               <1
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2>h(1,2,3)<2
[image: image116.wmf]®

1>h(1,3,1)<2
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3>h(1,1,2)
                <1
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3> h(1,2,3)                                                                    (7)                                 
 <1
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3><1
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2><3
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2><1
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3><2
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1><2
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3><1
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3><1
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2>   

                  <2
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3><2
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1><3
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1><2
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3><1
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2><1
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3>       (8)                 
     Так же, как и раньше, замечаем, что выполняются:
 ▪  1 операция  «<= » при переходе от  (1) к (2);

 ▪  2  операции  «–1»  при переходе от  (2)  к  (3); 

 ▪  2  операции  «<= »  при переходе от  (3)  к  (4);

 ▪  4  операции  «–1»  при переходе от  (4)  к  (5); 

     ▪  4  операции  «<= »  при переходе от  (5)  к  (6);
     ▪  8  операций  «–1»  при переходе от  (6)  к  (7);

     ▪  8  операций  «<= »  при переходе от  (7)  к  (8).
     Легко видеть, что протокол вычислений для входа  (n,1,2) характеризуется следующим:
     ▪  число состояний в протоколе равно  2n ;

     ▪  при последовательных переходах выполняются следующие количества операций:  1, 2, 2, 4, 4, 8, 8,…, 2n–1, 2n–1  ;
     ▪  общее количество операций равно

         1+2+2+4+4+8+8+…+2n+2n =1+  Σ 2k+1  =  2n+1.
                                                             1
[image: image134.wmf]£

k
[image: image135.wmf]£

n
Таким образом,
     tR((n,1,2)) = 2n+1.

     Вычисление чисел Фибоначчи
  F1:   f(n) <=  f(n –1)+ f(n –2)
          f(1) <=  1

          f(2) <=  1
Вычислим  f(9):

     f(9)
     f(9 –1)+ f(9 –2)                                                          1 операции  «<= »
     f(8)+ f(7)                                                                    2 операции «– »
     f(8 –1)+ f(8 –2)+ f(7 –1)+ f(7 –2)                              2 операции  «<= »  
     f(7)+ f(6)+ f(6)+ f(5)                                                  4 операции  «– »  
    f(7 –1)+ f(7 –2)+ f(6 –1)+ f(6 –2)+
                 f(6 –1)+ f(6 –2)+ f(5 –1)+ f(5 –2)                  4 операций  «<= » 
    f(6)+ f(5)+ f(5)+ f(4)+ f(5)+ f(4)+f(4)+ f(3)                8 операций  «– »  
    f(6 –1)+ f(6 –2)+ f(5 –1)+ f(5 –2)+ f(5 –1)+ f(5 –2)+
                  f(4 –1)+ f(4 –2)+ f(5 –1)+ f (5 –2)+ f(4 –1)+ f(4 –2)+
                  f(4–1)+ f(4–2) )+ f(3 –1)+ f(3 –2)                 8 операций  «<= »                            
    f(5)+ f(4)+ f(4)+ f(3)+ f(4)+ f(3)+ f(3)+ f(2)+
             f(4)+ f(3)+ f(3)+ f(2)+ f(3)+ f(2)+ f(2)+ f(1)     16 операций  «– »                            
    f(5 –1)+ f(5 –2)+ f(4 –1)+ f(4 –2)+ f(4 –1)+ f(4 –2)+ 
                  f(3 –1)+ f(3 –2)+ f(4 –1)+ f(4 –2)+ f(3 –1) + f(3 –2)+
                  f(3 –1)+ f(3 –2)+ f(2 –1)+ f(2 –2)+ f(4 –1)+ f(4 –2)+
                  f(3 –1)+ f(3 –2)+ f(3 –1)+ f(3 –2)+ f(2 –1)+ f(2 –2)+
                  f(3 –1)+ f(3 –2)+ f(2 –1)+ f(2 –2)+ f(2 –1)+ f(2 –2)+ 1   
                                                                                      16 операций  «<= » 
    f(4)+ f(3)+ f(3)+ f(2)+ f(3)+ f(2)+ f(2)+ f(1)+ f(3)+ f(2)+
             f(2) + f(1)+ f(2)+ f(1)+ f(1)+ f(0)+ f(3)+ f(2)+ f(2)+ f(1) +

             f(2)+ f(1)+ f(1)+ f(0)+ f(2)+ f(1)+ f(1)+ f(0)+ f(1)+ f(0)+ 1   

                                                                                       31 операция «– »
    f(4 –1) + f(4 –2)+ f(3 –1)+ f(3 –2)+ f(3 –1)+ f(3 –2)+
                  f(2 –1)+ f(2 –2)+ f(3 –1)+ f(3 –2)+ f(2 –1)+ f(2 –2)+
                  f(2 –1)+ f(2 –2)+ 1+ f(3 –1)+ f(3 –2)+ f(2 –1)+ f(2 –2)+
                  f(2 –1)+ f(2 –2)+ 1+ f(2 –1)+ f(2 –2)+ 1+ 1+ 1+
                  f(3 –1)+ f(3 –2)+ f(2 –1)+ f(2 –2)+ f(2 –1)+ f(2 –2)+   

                  1+ f(2 –1)+ f(2 –2)+ 1+ 1+ 1+ f(2 –1)+ f(2 –2)+

                  1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1                                         30 операций «<= »   
   f(3)+ f(2)+ f(2)+ f(1)+ f(2)+ f(1)+ f(1)+ f(0)+ f(2)+ f(1)+
            f(1)+ f(0)+ f(1)+ f(0)+ f(2)+ f(1)+ f(1)+ f(0)+ 
            f(1)+ f(0)+ f(1)+ f(0)+ f(2)+ f(1)+ f(1)+ f(0)+
            f(1)+ f(0)+ f(1)+ f(0)+ f(1)+ f(0)+15                30 операций «– »   и
                                                                                         14 операций  «+ »
   f(3 –1)+ f(3 –2)+ f(2 –1)+ f(2 –2)+ f(2 –1)+ f(2 –2)+ 1+ 
                 f(2 –1)+ f(2 –2)+ 1+ 1+ 1+ f(2 –1)+  f(2 –2)+ 1+ 1+
                 1+ 1+ 1+ f(2 –1)+ f(2 –2) +  1+ 1+ 1+ 1+ 1+1+1+ 
                 f(2 –1)+ f(2 –2)+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+15
                                                                                       32 операций «<= »   
   f(2)+ f(1)+ f(1)+ f(0)+ f(1)+ f(0)+ f(1)+ f(0)+ f(1)+  f(0)+ f(1)+

            f(0)+ f(1)+ f(0)+ 36                                          14 операций «– »   и
                                                                                         18 операций  «+ »             

   f(2 –1)+ f(2 –2)+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 1+ 

                 1+ 1+ 1+ 36                                                   14 операций «<= »   

   f(1)+ f(0)+ 49                                                                 2 операции «–» и                                                                                                                                  

                                                                                          13 операций «+ »
   1+ 1 + 49                                                                       2 операции «<= »                                                                               

   51                                                                                   2 операции «+ »
   65
        tF1(n) = O(2n)
       Итеративный алгоритм для вычисления чисел Фибоначчи
       F2:   Y := 1; Z := 1; V :=  |_ X /2_| ;
               while  V = 1 do  Y := Y+Z ;  Z := Y+Z ;  V := V – 1 od;  
                if  X mod 2 = 0 then  return  Y  else  Y+Z.
Здесь   X – входная переменная, Y – выходная переменная,  Z, V – рабочие переменные.
       Вычислим для входов  X = 8  и  Х =7.
       X = 8                                          X = 7
       ----------------                              ---------------
       X    Y     Z   V                              X   Y    Z   V
       8     0    0    0                              7    0    0    0 
       8     1    0    0                              7    1    0    0 
       8     1    1    0                              7    1    1    0  
       8     1    1    4                              7    1    1    3
       8     2    1    4                              7    2    1    3
       8     2    3    4                              7    2    3    3
       8     2    3    3                              7    2    3    2
       8     5    3    3                              7    5    3    2
       8     5    8    3                              7    5    8    2 
       8   13    8    2                              7    5    8    1 
       8   13   21   2                              ---------------

       8   34   21   2                              Y = 21
       8   34   55   1                             
       __________                                                                      
       Y = 34
        0    1    2    3    4    5   6   7    8
        1    1    2    3    5    8 13  21  34
                tF2(n) = 3n+1

                tF2(n) = O(n)

1.3.   Простейший язык программирования  L
                      Синтаксис языка L
Синтаксические классы:

     Var – переменные,

     Num – нумералы (десятичные представления натуральных чисел),

     Int – нумералы или нумералы со знаком минус,

     Aexp – арифметические выражения,

     Bexp – булевы выражения,

     Stm – операторы (предложения),

     Prog – программы. 

     В этом языке каждый оператор можно рассматривать как программу, т.е. на самом деле Prog = Stm.    

Метапеременные:

v, v’, v1, v2
[image: image136.wmf]Î

Var; n
[image: image137.wmf]Î

Num; m
[image: image138.wmf]Î

Int; a, a1, a2
[image: image139.wmf]Î

Aexp;  b, b1, b2
[image: image140.wmf]Î

Bexp; S, S1, S2
[image: image141.wmf]Î

Stm.

Грамматика:

n ::== 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 | 1n | 2n | 3n | 4n | 5n | 6n | 7n | 8n | 9n

m ::==  n | -n

v ::== x | y | z | xn | yn | zn

a ::==  v | m | a1+a2 | a1–a2 | a1*a2 

b ::==  true | false | not b | b1 and b2 | b1 or b2
S ::==  v:=a | (v1,v2):=(a1,a2) | skip | if b then S1 else S2 | while b do S od 

               | S1 ; S2 | return v

                      Семантика языка L    
     Пусть α – выражение языка  L, т.е.  
     α
[image: image142.wmf]Î

Var
[image: image143.wmf]È

Num
[image: image144.wmf]È

Int
[image: image145.wmf]È

Aexp
[image: image146.wmf]È

Bexp
[image: image147.wmf]È

Stm.

Через [α] обозначим смысл (семантику) выражения α, который будет математическим объектом – числом или функцией, заданной на состояниях.      

     Пусть  L – конечное множество переменных,  L ={x1, x2,…, xp}. Состоянием для переменных L назовем произвольную функцию σ, заданную на  L  и принимающую значения в множестве Z  целых чисел, σ: L
[image: image148.wmf]®

Z. Обозначим  StateL= {σ | σ: L
[image: image149.wmf]®

Z}. 

Замечание. Следует различать множества  Z  и  Int:  элементами первого множества служат математические (абстрактные) объекты – целые числа (нуль, положительные и отрицательные числа), а второе множество  состоит  из  конкретных  объектов  –   слов  в алфавите  {– , 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. 9}. На самом деле эти слова являются представлениями целых чисел в десятичной системе счисления.

     Предположим, что выражение  α имеет переменные, которые все входят  в  L. Тогда смыслом выражения  α  будет некоторая функция  |[α]|, заданная на множестве  StateL.  

Семантика нумералов и нумералов со знаком минус:
      |[0]| = 0 (слева стоит нумерал 0, справа число 0),

      |[1]| = 1,

      |[2]| = 2,

      ………

      |[9]| = 9,

      |[1n]| = |[n]| + 10k (k – длина слова  n),

      |[2n]| = |[n]| + 2 •10k,

      ………

      |[9n]| = |[n]| + 9 •10k,

      |[–n] =  – |[n]|,

Пример. Для нумерала  256  имеем:

      |[256]| = |[56]| + 2 •102 = |[6]| + 5 •10+2 •102 = 6+5 •10+2 •102 .

     Предположим, что все входящие в выражение  α  переменные, содержатся в   L. Тогда смыслом выражения  α  будет некоторая функция  |[α]|, заданная на множестве  StateL. При этом, для любого  σ
[image: image150.wmf]Î

StateL:

     ▪  если  α – арифметическое выражение, то значение |[α]|(σ)  принадлежит Z;   

     ▪  если  α – арифметическое выражение, то это значение является булевым; 

     ▪  если   α – оператор  (программа),   отличный   от   оператора   return,  то 

         |[α]|(σ)
[image: image151.wmf]Î

StateL;

     ▪  |[return v]|(σ) = σ(v).

Семантика арифметических выражений:

     |[n]|(σ) = |[n]| = n,,

     |[ – n]|(σ) =|[ – n]| =  – |[n]| =  – n,·
     |[v]|(σ) = σ(v),

     |[a1+a2]|(σ) = |[a1]|(σ) + |[a2]|(σ),

     |[a1– a2]|(σ) = |[a1]|(σ) – |[a2]|(σ),

     |[a1* a2]|(σ) = |[a1]|(σ) · |[a2]|(σ).
     В язык  L  могут быть включены стандартные функции.  
Пример.  Возьмем  арифметическое  выражение  x + y* (12 – x)  и  L ={x, y}. Зададим состояние  σ, положив  σ(x) = 5, σ(у) = 2. Тогда 

     |[x + y*(12 – x)]|(σ) = |[x]|(σ) + |[y* (12 – x)]|(σ)
                                    = σ(x) + [y](σ)  [12 – x](σ)

                                     = 5 + σ(у) · ([12](σ) – [x](σ)) = 5 + 2 · (12 – σ(x)) 

                                     = 5 + 2 · (12 – 5) = 19.

Семантика булевых выражений :

|[true]|(σ) = 1 (единица обозначает булево значение «истина»),

|[false]|(σ) = 0 (нуль обозначает булево значение «ложь»),

|[a1=a2]|(σ) = 1 
[image: image152.wmf]Û

 |[a1]|(σ) = |[a2]|(σ),
                               т.е. |[a1=a2]|(σ) = ([a1](σ) = [a2](σ)),

|[a1
[image: image153.wmf]£

a2]|(σ) = 1 
[image: image154.wmf]Û

 |[a1]|(σ)
[image: image155.wmf]£

 [a2]|(σ),
                                т.е. |[a1
[image: image156.wmf]£

a2]|(σ) = (|[a1]|(σ)
[image: image157.wmf]£

 |[a2]|(σ)),

|[a1<a2]|(σ) = 1 
[image: image158.wmf]Û

 |[a1]|(σ) < |[a2]|(σ), 
                               т.е. |[a1<a2]|(σ) = (|[a1]|(σ) < |[a2]|(σ)),

|[not b]|(σ) = 1 
[image: image159.wmf]Û

 |[b]|(σ) = 0, т.е. |[not b]|(σ) = 
[image: image160.wmf]Ø

|[b]|(σ),

|[b1 and b2]|(σ) =1 
[image: image161.wmf]Û

 |[b1]|(σ) = 1 и  |[b2]|(σ) = 1,
                                     т.е. |[b1 and b2]|(σ) = |[b1](σ)
[image: image162.wmf]Ù

[b2]|(σ), 

|[b1 or b2]|(σ) =1 
[image: image163.wmf]Û

 |[b1]|(σ) =1 или |[b2]|(σ) =1, 
                                т.е. |[b1 or b2]|(σ) = |[b1]|(σ)
[image: image164.wmf]Ú

|[b2]|(σ).

Пример. Возьмем  булево  выражение (not x=y) and y<x  и  L={x,y}. Зададим состояние  σ, положив   σ(х) = 5, σ(у) = 2. Тогда

|[(not x=y) and y<x]|(σ) = |[(not x=y)]|(σ) 
[image: image165.wmf]Ù

 |[y<x]|(σ) 

                                         = 
[image: image166.wmf]Ø

(|[x=y]|(σ))
[image: image167.wmf]Ù

(|[y]|(σ)<|[x]|(σ))

                                         = 
[image: image168.wmf]Ø

(|[x]|(σ) = |[y]|(σ))
[image: image169.wmf]Ù

(σ(y)<σ(x))

                                         =  
[image: image170.wmf]Ø

(σ(x)=σ(y))
[image: image171.wmf]Ù

(2<5) = 
[image: image172.wmf]Ø

(5=2)
[image: image173.wmf]Ù

1 = 1
[image: image174.wmf]Ù

1 = 1.

     Прежде чем определять семантику операторов, введем некоторые обозначения:

     ▪ Пусть L={v1, v2,…, vp} – множество переменных и {с1, с2,…, сp} – множество целых чисел. Через  {v1:с1, v2:с2,…, vk:сk} обозначим состояние  σ  для  L  такое, что  σ(vj) = сj  (1
[image: image175.wmf]£

j
[image: image176.wmf]£

p);

     ▪  Через  σ{v/d} обозначим состояние, получаемое из  σ  изменением на  d  значения переменной  v, т.е.  σ{v/d}(v) = d  и  σ{v /d}( v) =  σ(v) = сk  для всех  v’
[image: image177.wmf]¹

v. Это обозначение можно распространить на случай, когда изменяются значения двух (или более) переменных: σ{v1/d1, v1/d1};  

     ▪   Через  <x(y,z>  обозначим форму, которая для любых данных непустых множеств C и D определяет  следующую функцию  выбора  {0,1}
[image: image178.wmf]´

C
[image: image179.wmf]´

D
[image: image180.wmf]®

C
[image: image181.wmf]È

D :
     <1(y,z> = y  и  <0 (y,z> = z.       
Семантика операторов:

|[v:= a]|(σ) = σ{v/ |[a]|(σ)};

|[(v1,v2):= (a1,a2)]|(σ) = σ{v1 / |[a1]|(σ), v2 / |[а2]|(σ)}; 

|[skip]|(σ) = σ;

|[if b then S1 else S2 ]|(σ) = < [b](σ) (|[S1]|(σ),|[S2]|(σ) > ;  
|[while b do S od]|(σ) = < |[b]|(σ) ( |[while b do S od]|(|[S]|(σ)), σ >; 
|[return v]|(σ) = σ(v);

|[S1 ; S2]|(σ) = |[S2 ]|(|[S1]|(σ)).
Пример. Возьмем программу для алгоритма Эвклида
    Q:  if x<y then (x,y):= (y,x) else skip;

          while not y=0 do (x,y):= (y,x mod y) od; 

          return x
и найдем значение  |[Q]|(σ), где σ = {x:28, у:72}.

Обозначим:

     S1 :  if x<y then (x,y):= (y,x) else skip
     S2 :  while not y=0 do (x,y):= (y,x mod y) od; 

     S3 :  return x.

Тогда имеем
     |[Q]|(σ) = |[S1 ; S2 ; S3]|(σ) = |[S3]|( |[S2]|( |[S1]|(σ))) 
Замечание. В дальнейшем, чтобы сократить число круглых скобок,  вместо выражений вида  |[S]|(σ)  будем писать  |[S]|σ, а также будем пользоваться ассоциативностью операции применения функций.  В частности, мы пишем   |[S3]| |[S2]| |[S1]| σ  вместо |[S3]| (|[S2]| (|[S1]|(σ))).      

     Имеем:

|[S1]| σ = |[if x<y then (x,y):= (y,x) else skip]| σ

         =  < |[x<y]| σ ( |[(x,y):= (y,x)]| σ, |[skip]| σ > 
         =  < |[x]| σ < |[y]| σ ( |[(x,y):= (y,x)]| σ, |[skip]| σ > 

         =  < σ(x) < σ(y) ( σ{x/σ(y),y/σ(x)}, σ >      

         =  < 28 < 72 ( σ{x/72,y/28}, σ >      

         =  < 1 ( σ{x/72,y/28}, σ >      

         =  σ{x/72,y/28}         

         =  {x:72, y:28}.

Полученное состояние обозначим  σ1 .  Таким образом,

     |[S1]| σ = σ1 =  {x:72, y:28}.
     Вычисляя σ1, мы на каждом шаге применяли все правила семантики, которые на этом шаге применимы. Другими словами, мы здесь использовали тактику полной подстановки (переписывания). Но можно за один шаг применять лишь часть возможных подстановок. 
     При вычислении  |[S2]| σ1, чтобы несколько сократить записи, будем использовать обозначение

     S0 :  (x, y) := (y, x mod y).                      

     Вычисляя  |[S2]| σ1  , получим:
|[S2]| σ1 = |[while not y=0 do S0  od]| σ1
            = < |[not y =0]| σ1 (|[while not y=0 do S0 od]| |[S0]| σ1, σ1 >
          = <
[image: image182.wmf]Ø

|[y =0]| σ1 (|[while not y=0 do S0 od]| |[S0]| σ1, σ1 >
            = < |[y]| σ1
[image: image183.wmf]¹

|[0]|σ1 (|[while not y=0 do S0 od]| |[S0]| σ1, σ1 >
            = < σ1(y)
[image: image184.wmf]¹

|[0]| σ1 (|[while not y=0 do S0 od]| |[S0]|σ1, σ1 >
            = < 28
[image: image185.wmf]¹

0 (|[while not y=0 do S0 od]| |[S0]| σ1, σ1 >
          = |[while not y=0 do S0 od]| |[S0]| σ1
          = |[while not y=0 do S0 od]| σ2,   
где  σ2 = |[S0]| σ1 = |[(х,у):= (y,x mod y)]| σ1
            = σ1{x / |[y]| σ1, y / |[x mod y]| σ1}
            = σ1{x/ 28, y/ 16} = {x: 28, у: 16}.
     Далее получаем:

|[while not y=0 do S0 od]| σ2 = 
            =  < |[not y]| σ2 (|[while not y=0 do S0 od]| |[S0]| σ2, σ1 >
            =  < |[y]| σ2
[image: image186.wmf]¹

|[0]| σ2 (|[while not y=0 do S0 od]| |[S0]| σ2, σ1 >
         = <  16 
[image: image187.wmf]¹

0 ( |[while not y=0 do S0 od]| |[S0]| σ2, σ1 >
            =  |[while not y=0 do S0 od]| |[S0]| σ2  
            =  |[while not y=0 do S0 od]| σ3 , 

где  σ3  = |[S0]| σ2  =  |[(х,у):= (y,x mod y)]| σ2  = {x: 16, y: 12}.   

     Аналогично получаем:    
|[while not y=0 do S0 od]| σ3  = |[while not y=0 do S0 od]| σ4 ,

где  σ4  = |[S0]| σ3  = {x: 12, y: 4};

 |[while not y=0 do S0 od]| σ4 =|[while not y=0 do S0 od]| σ5 ,

где  σ5  = |[S0]|   = {x: 4, y: 0};

     Теперь имеем:
|[while not y=0 do S0 od]| σ5 =

            =  < |[not y]| σ5 (|[while not y=0 do S0 od]| |[S0]| σ5, σ5>
            = < 0
[image: image188.wmf]¹

0 ( |[while not y=0 do S0 od]| |[S0]| σ5, σ5 > 

         = σ5 = {x: 4, y: 0}.
     Наконец получаем:

     |[Q]|(σ) = |[|S3]| σ5 = 4. 

1.6. Эквивалентность программ
     Две программы  P  и  Q  называются  эквивалентными, если            

|[P]| = |[Q]|,  т.е. |[P]| σ = |[Q]| σ  для всех L-состояний,  где  L = LP
[image: image189.wmf]È

LQ.
Примеры. 1)  Программы
     P:  while b do S od, 
     Q:  if b then S; while b do S od else skip

эквивалентны.  В самом деле,  имеем  для всякого  L-состояния  σ (где L == LP
[image: image190.wmf]È

LQ   ) 
     |[if b then S; while b do S od else skip]| σ
                              =  < |[b]| σ ( |[S; while b do S od]| σ, |[skip]| σ > 
                              =  < |[b]|σ ( |[while b do S od]| |[S]| σ, σ >
                              = |[while b do S od]| σ.

2) Программы
P:  if  b1 and  b2  then  S1 else  S2
Q: if  b1 then (if  b2  then  S1 else  S2) else  S2
эквивалентны. 
В самом деле, 
|[P]| = |[if b1 and  b2  then  S1  else S2]| σ 

        =  < |[ b1 and  b2 ]| σ ( |[S]| σ,| [ S2]| σ >
        =  < |[ b1 ]| σ 
[image: image191.wmf]Ù

 |[b2 ]| σ ( |[S]| σ,| [ S2]| σ ,

|[Q]| = |[if  b1 then (if  b2  then  S1 else  S2) else  S2]|

        = < |[ b1|] σ ( |[ if  b2  then  S1 else  S2]| σ, |[ S2]| σ >

        = < |[ b1|] σ ( < |[ b2|] σ ( |[S1]| σ, |[ S2]| σ >

       = < |[ b1 and  b2 ]| σ ( |[S]| σ,| [ S2]| σ >.
Таким образом,  |[P]| = |[Q].|
          2. ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫЕ
                  МНОЖЕСТВА И РЕШЕТКИ

     Семантика рекурсивных программ использует понятия и результаты  теории частично упорядоченных множеств.

Определение. Частично упорядоченным множеством (ч.у.м.) называется множество  А  вместе с бинарным отношением  
[image: image192.wmf]£

, удовлетворяющим условиям:

     (рефлексивность):   х
[image: image193.wmf]£

х    
     (антисимметричность):  х
[image: image194.wmf]£

у, у
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х  
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 х=у
     (транзитивность):   x
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y, y
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z 
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 x
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z
для всех  x,y,z
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A.

Определение. 
Утверждение 2.  Пусть  А – ч.у.м. и  Х
[image: image202.wmf]Í

А. Элемент  с
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А  (d
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A) называется верхней (нижней) гранью для  Х, если  х
[image: image205.wmf]£

с  (x
[image: image206.wmf]³

d)  для всех  х
[image: image207.wmf]Î

Х.
     Если верхняя грань  с  (нижняя грань  d) принадлежит  Х, то  с  (соответственно d)    называется наибольшим (наименьшим) элементом для  Х.  В этом случае используются обозначения:

      с = max X  и  d = min X.

Определения. Пусть  Х
[image: image208.wmf]Í

А. Рассмотрим множества

      Y = {y | y –  верхняя грань для  Х },

      Z = {z | z –  нижняя грань для  Х }.

Если множество  Y (множество  Z) имеет наименьший (наибольший) элемент, то этот элемент называется супремумом (инфимумом) для  Х          и обозначается  sup X  (соответственно, inf X). Таким образом,

     sup X  = min Y = min{y | y –  верхняя грань для  Х },
     inf X = max Z = max{z | z –  нижняя грань для  Х }.
Элементы  sup X  и  inf X  называются, соответственно,  наименьшей верхней гранью  и  наибольшей верхней гранью для  Х.

     Очевидно, что справедливы соотношения:

     sup{a} = a,  inf{a} = a;

     sup{a,b} = b  и  inf{a,b} = a, если  a
[image: image209.wmf]£

b.
Вместо  sup{а,b}  и  inf{a,b}  можно также писать   a
[image: image210.wmf]Ú

b  и   a
[image: image211.wmf]Ù

b.
      Z1 = {u | u – верхняя грань для  X},

      Z2 = {u | u – верхняя грань для  Y}.

Тогда  sup X = min Z1  и  sup Y = min Z2  
Утверждение 1.  Если существуют  sup{a,b}, sup{b,c}, sup{a,b,c}, то      
     sup{a, sup{b,c}} = sup{sup{a,b},c}} = sup{a,b,c},

     inf{a, sup{b,c}} = inf{inf{a,b},c}}} = inf{a,b,c}.

Другими словами, операции  sup{x,y}  inf{x,y} ассоциативны.
Доказательство.

     sup{a,b,c} = sup{{a}
[image: image212.wmf]È

{b,c}} =  sup{sup{a}, sup{b,c}}    

                       = sup{a, sup{b,c}}.

     sup{a,b,c} = sup({a,b}
[image: image213.wmf]È

{c}} =  sup{sup{a,b}, sup{c}} 

                       = sup{sup{a,b},c}.
     Двойственным образом получаем соотношения для инфимумов.

     Ч.т.д.

Определения. Ч.у.м.  А  называется решеткой, если для каждого его непустого конечного множества  Х
[image: image214.wmf]Í

А  существуют  sup X  и  inf X. Если это верного для любых множеств  Х, то решетка  А  называется полной.
     Супремум пустого множества является наименьшим элементом ч.у.м., а инфимум пустого множества – наибольшим элементом: 
sup 
[image: image215.wmf]Æ

 =┴,  inf 
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 = T.  В самом деле,

     sup 
[image: image217.wmf]Æ

 = min{x |  x – верхняя грань для  
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},

     x – верхняя грань для  
[image: image219.wmf]Æ
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 EMBED Equation.3  [image: image223.wmf]Æ

) x
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y 
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 EMBED Equation.3  [image: image226.wmf]"

y (y
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 EMBED Equation.3  [image: image228.wmf]Æ

→ x
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y).
Но так как  y
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 EMBED Equation.3  [image: image231.wmf]Æ

 ложно, то  
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y (y
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 EMBED Equation.3  [image: image234.wmf]Æ

→ x
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y)  истинно. Следовательно, любой элемент  х  является верхней гранью для  
[image: image236.wmf]Æ

  и,  значит,  sup 
[image: image237.wmf]Æ

 =┴ . Аналогично получаем  inf 
[image: image238.wmf]Æ

 = T.

Замечание. Решетка, содержащая наименьший и наибольший элемент называется ограниченной. Таким образом, ограниченная решетка – это ч.у.м., в котором любое конечное множество имеет супремум и инфимум. В дальнейшем мы предполагаем, что рассматриваемые решетки являются ограниченными (если не сказано явно, что решетка не ограничена).  
     В определении решетки можно рассматривать супремумы и инфимумы только двуэлементных множеств. Обычно обозначают

     x
[image: image239.wmf]Ù

y = inf{x,y}  и  x
[image: image240.wmf]Ú

y = sup{x,y}. 

В самом деле,
    sup{a1,a2,…,an} = sup{a1, sup{a2, sup{a3,…sup{an–1,an}…}}

                               = (a1
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(a2
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(…
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(an–1
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an)…))).

      Ч.у.м.  А   называется верхней (нижней) полурешеткой, если для  каждого его конечного множества  Х
[image: image245.wmf]Í

А  существуют  sup X (соответственно,  inf X). Если это верного для любых множеств  Х, то полурешетка  А  называется полной.если  А  имеет наибольший (наименьший) элемент и любые два элемента  А  имеют супремум (инфимум).    Ч.у.м.  А  является  верхней (нижней) полурешеткой, если  А  имеет наибольший (наименьший) элемент и любые два элемента  А  имеют супремум (инфимум).     

          Понятие решетки можно определить в алгебраических терминах.

Определение.  Решеткой называют алгебру  <A; ┴, T,
[image: image246.wmf]Ú

, 
[image: image247.wmf]Ù

>  с константами ┴  и  T  и двумя бинарными операциями,  удовлетворяющими соотношениям:

     (идемпотентность):  x
[image: image248.wmf]Ú

x = x   и  x
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x =x,

     (коммутативность):  х
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у = у
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х  и  х
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у = у
[image: image253.wmf]Ù

х,

     (ассоциативность): (x
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y)
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z = x
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(y
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z)  и (x
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y)
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z = x
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(y
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z),

     (поглощение):  х
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(х
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у) = х  и  х
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(х
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у) = х,
     (свойства  ┴  и  T) :  х
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T = х,  х
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T = T,  х
[image: image268.wmf]Ù

┴ = ┴,  х
[image: image269.wmf]Ú

┴ = х.
Утверждение 3. Два определения понятия решетки эквивалентны.

Доказательство.  
А)  Первое определение 
[image: image270.wmf]Þ

 Второе определение.

Идемпотентность и коммутативность очевидны. Ассоциативность была уже доказана. Поглощение следует из того, что x
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y 
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x  и        x
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 x
[image: image274.wmf]Ú

y.
Б)  Второе определение 
[image: image275.wmf]Þ

 Первое определение.

Отношение порядка в множестве  А  можно определить двумя способами:   x
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y  (df  x
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y = y  или  x
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y  (df  x
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y = х. На самом деле мы получаем одно и то же отношение порядка, так как

     x
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y = y  (  x
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y = х. 
В самом деле, 

     x
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y = y  
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  х
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(х
[image: image285.wmf]Ú

у) = х
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у  
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 (поглощение)  х = х
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у,
     x
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y = х  
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  у
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 (х
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у) = у
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х  
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 (поглощение)  у = х
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у,
     Докажем, что отношение 
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  действительно является порядком, т.е. оно рефлексивно, антисимметрично и транзитивно.    

     Рефлексивность:

     х
[image: image297.wmf]£

х,  так как  х
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х = х

     Антисимметричность:

     х
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у,  у
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х  
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 х
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у = у,  у
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х = х 
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 (коммутативность)  у = х.

     Транзитивность:

     x
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y,  y
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z  
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y = y,  y
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z = z 
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 (x
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y)
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z = z 
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 (ассоциативность)  x
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(y
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z) = z  
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 x
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z = z 
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 x
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z
     Докажем теперь, что  sup{x,y} = x
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y.
     х
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sup{x,y}, у
[image: image322.wmf]£

sup{x,y}
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  х
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sup{x,y} = sup{x,y},  у 
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sup{x,y} = sup{x,y}
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 (х
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sup{x,y})
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 (у 
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sup{x,y}) = sup{x,y}
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 sup{x,y}   
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 (х
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y)
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 sup{x,y} = sup{x,y} 
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 х
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y
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sup{x,y}. 

Таким образом, х
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y
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sup{x,y}.  
     x
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(x
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y) = x,   y
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(x
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y) = y  
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x
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y,  y
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x
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 sup{x,y}
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Таким образом,  sup{x,y}
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 x
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y.                        
     Ч.т.д.
Утверждение 4. Если  А  и  В – решетки, то их декартово произведение  А
[image: image353.wmf]´

В  также является решеткой.  Если  А  и  В – полные решетки, то  А
[image: image354.wmf]´

В  –  полная решетка.
Доказательство.  Если А  и  В – решетки в смысле первого определения (т.е. рассматриваемые как ч.у.м.), то декартово произведение решеток есть множество А
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В  с порядком
     (х,у) 
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 (х’,y’)  
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df   x
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x’  и  y
[image: image359.wmf]£

y’.

     Пусть  Х – произвольное подмножество множества  А
[image: image360.wmf]´

В. Положим  X1 = {x
[image: image361.wmf]Î

A | (
[image: image362.wmf]$

y) (x,y)
[image: image363.wmf]Î

X}  и  X2 = {у
[image: image364.wmf]Î

A | (
[image: image365.wmf]$

х) (x,y)
[image: image366.wmf]Î

X}.  Ясно, что для любого элемента   с = (a,b)
[image: image367.wmf]Î

 А
[image: image368.wmf]´

В  имеет место:

     с –  верхняя грань для  Х  
[image: image369.wmf]Û

 a – верхняя грань для  X1  и

                                                      b – верхняя грань для  X2.  
Отсюда следует, что  sup X = (sup X1)
[image: image370.wmf]´

(sup X1).  Аналогично имеем  inf X = (inf X1)
[image: image371.wmf]´

(inf X1).
     Если для решетки взять второе определения (т.е. рассматривать ее как алгебру), то в декартовом произведении  А
[image: image372.wmf]´

В  определяем
     (х,у)
[image: image373.wmf]Ú

(х’,y’) =df (х
[image: image374.wmf]Ú

х’, у
[image: image375.wmf]Ú

y’)  и  (х,у)
[image: image376.wmf]Ù

(х’,y’) =df (х
[image: image377.wmf]Ù

х’, у
[image: image378.wmf]Ù

y’). 
Эти два определения декартова произведения эквивалентны, так как  (ввиду независимости компонент пары) имеет место:

     (х,у) 
[image: image379.wmf]£

 (х’,y’) 
[image: image380.wmf]Û

 (х,у)
[image: image381.wmf]Ù

[(х,у)
[image: image382.wmf]Ú

(х’,y’)] = (х,у)
                            
[image: image383.wmf]Û

 (х,у)
[image: image384.wmf]Ú

 [(х,у)
[image: image385.wmf]Ù

(х’,y’)] = (х,у)
      Ясно, что (ввиду независимости компонент пары) в алгебре  <А
[image: image386.wmf]´

В;
[image: image387.wmf]Ú

, 
[image: image388.wmf]Ù

>  для операций 
[image: image389.wmf]Ú

  и 
[image: image390.wmf]Ù

 выполняются соотношения идемпотентности, коммутативности, ассоциативности и поглощения. Поэтому эта алгебра является решеткой.

     Ч.т.д.

     Пример. Рассмотрим тривиальную решетку  В, состоящую из двух элементов ┴  и  T  с отношение порядка  ┴ < T.  Диаграммы Хассе для декартовых степеней  В2 = В
[image: image391.wmf]´

В  и  В4 = В2
[image: image392.wmf]´

В2  показаны на рис.
                                                              TT

                                      В2      ┴T                              T┴       
                                                              ┴┴
                                                               TT

                                aT            Ta                                            Tb               b T

        В4             aa           ab            ┴T           T┴          ba           bb


                          a┴           ┴a                                        b┴          ┴b

                                                              ┴┴                                                                   

                                                             Рис. 5
Определение.  Пусть  А  и  В – ч.у.м.  Функция  f : A
[image: image393.wmf]®

B  называется монотонной, если для любых  х, у
[image: image394.wmf]Î

А.

     x
[image: image395.wmf]£

y 
[image: image396.wmf]Þ

f(x)
[image: image397.wmf]£

 f(y).

Примеры:  1)  В множестве  N = {0,1,2,…}  зададим порядок:

     х
[image: image398.wmf]£

у  
[image: image399.wmf]Û

df  х – делитель  у.

     Функция  f(x) = 2x  является монотонной:

     х
[image: image400.wmf]£

у 
[image: image401.wmf]Þ

 х – делитель у 
[image: image402.wmf]Þ

 2х – делитель  2у 
[image: image403.wmf]Þ

 2х
[image: image404.wmf]£

2у.

     Функция  g(x) = x+2  не является монотонной:   3
[image: image405.wmf]£

9, но не верно, что  3+2
[image: image406.wmf]£

9+1. 

     Функция  h(x,y) = xy,  h : N2 
[image: image407.wmf]®

 N,  является монотонной:

     (x,x’)
[image: image408.wmf]£

(y,y’) 
[image: image409.wmf]Þ

 x
[image: image410.wmf]£

y,  x’
[image: image411.wmf]£

y’ 
[image: image412.wmf]Þ

x – делитель  y,  x’ – делитель y’ 
[image: image413.wmf]Þ

 

                              xy  –  делитель  x’y’  
[image: image414.wmf]Þ

 ху 
[image: image415.wmf]£

 x’y’, т.е.  h(x,y)
[image: image416.wmf]£

h(x’,y’).
     2)   Пусть  A – произвольное  множество  и   P(A) = {X | X
[image: image417.wmf]Í

A} – множество всех подмножеств множества  А.  В  P(A)  имеется естественный порядок – теоретико-множественное включение.
     Функция  f (X,Y) = X
[image: image418.wmf]Ç

Y,  f :   P(A)
[image: image419.wmf]´

P(A) 
[image: image420.wmf]®

 P(A)   монотонна:

     (X,Y)
[image: image421.wmf]Í

(X’,Y’) 
[image: image422.wmf]Þ

 X
[image: image423.wmf]Í

X’, Y[image: image424.wmf]Í

Y’
[image: image425.wmf]Þ

 X
[image: image426.wmf]Ç

X’ 
[image: image427.wmf]Í

 Y
[image: image428.wmf]Ç

Y’ 
[image: image429.wmf]Þ

 f (X,Y) 
[image: image430.wmf]Í

 f (X,Y).
     Функция  f (X,Y) = X
[image: image431.wmf]È

Y   монотонна.

     Функция  f (X,Y) = X \ Y  не монотонна.
2) Пусть  А – произвольное ч.у.м.  Следующие функции моно-

тонны:

     •  f (x) = x,  f : A
[image: image432.wmf]®

A  (тождественная функция);
•  f (x1,x2,…,xn) = a ,  f : An
[image: image433.wmf]®

A  (постоянная функция); 

•  f (x1,x2,…,xn) = xi ,  f : An
[image: image434.wmf]®

A  (проекция);

•  f (x,y) = sup{x,y},  f : A2
[image: image435.wmf]®

A ;

•  f (x,y) = inf{x,y},  f : A2
[image: image436.wmf]®

A.
Утверждение 5.  Суперпозиция монотонных функций есть монотонная функция.

Доказательство. Пусть, например,  и  A, B  и  C -  какие-либо ч.у.м. и

имеем монотонные функции  f : A2
[image: image437.wmf]´

B
[image: image438.wmf]®

A,  g : A
[image: image439.wmf]´

B
[image: image440.wmf]®

A  h : B
[image: image441.wmf]®

B. Тогда функция   s(x,y) = f(x,g(x,y),h(y))  также монотонна:

     (x,y)
[image: image442.wmf]£

(x’,y’) 
[image: image443.wmf]Þ

 x
[image: image444.wmf]£

x’, y
[image: image445.wmf]£

y’ 
[image: image446.wmf]Þ

 h(y)
[image: image447.wmf]£

h(y’), g(x,y)
[image: image448.wmf]£

g(x’,y’)
                          
[image: image449.wmf]Þ

  f (x, g(x,y), h(y))
[image: image450.wmf]£

 f (x’, g(x’,y’), h(y’)),  т.е.

                               s(x,y)
[image: image451.wmf]£

s(x’,y’).     
     Ч.т.д.

Определение.  Пусть  f : A
[image: image452.wmf]®

A  –  отображение множества  А  в себя.  Элемент  а
[image: image453.wmf]Î

А  называется неподвижной точкой отображения  f ,   если   f (a) = a .
Теорема Тарского.  Всякое монотонное отображение полной решетки в себя имеют наименьшую и наибольшую неподвижные точки.
Доказательство.  Пусть  f : A
[image: image454.wmf]®

A  монотонное отображения. Положим  

     В = {x
[image: image455.wmf]Î

A | f (x)
[image: image456.wmf]£

x}.          
     Благодаря тому, что  А – полная решетка,  это множество имеет инфимум  c = inf B.  Имеем:

     с = inf B  
[image: image457.wmf]Þ

 (
[image: image458.wmf]"

х
[image: image459.wmf]Î

B) c 
[image: image460.wmf]£

 x 

                        
[image: image461.wmf]Þ

 (монотонность  f )  (
[image: image462.wmf]"

х
[image: image463.wmf]Î

B) f (c)
[image: image464.wmf]£

 f (x)

                        
[image: image465.wmf]Þ

 (
[image: image466.wmf]"

х
[image: image467.wmf]Î

B) f (c)
[image: image468.wmf]£

 f (x)
[image: image469.wmf]£

 x 
[image: image470.wmf]Þ

 (
[image: image471.wmf]"

х
[image: image472.wmf]Î

B) f (с)
[image: image473.wmf]£

 x
                        
[image: image474.wmf]Þ

  f (с) – нижняя грань для  B
                        
[image: image475.wmf]Þ

  f(c)
[image: image476.wmf]£

 inf B, т.е.

                         f (с)
[image: image477.wmf]£

с                                                               (1)
                        
[image: image478.wmf]Þ

 (монотонность  f ) f (f (с))
[image: image479.wmf]£

f (с)

                        
[image: image480.wmf]Þ

  f (c) 
[image: image481.wmf]Î

B 
[image: image482.wmf]Þ

 inf B 
[image: image483.wmf]£

 f (c), т.е.

                         c
[image: image484.wmf]£

f (c) .                                                             (2)

Из  (1)  и  (2)  получаем, что  c = inf B  –  неподвижная точка отображения  f :  f (c) = c.   Покажем,  что  с  –  наименьшая неподвижная точка:  

     x – неподвижная точка  
[image: image485.wmf]Þ

  f (x) = x  
[image: image486.wmf]Þ

  x
[image: image487.wmf]Î

B  
[image: image488.wmf]Þ

  inf B 
[image: image489.wmf]£

 x
                                              
[image: image490.wmf]Þ

  c
[image: image491.wmf]£

x. 
     Двойственным образом, взяв  В’ = {x
[image: image492.wmf]Î

A | f (x)
[image: image493.wmf]³

 x}, получим, что супремум  d = sup B’ является наибольшей неподвижной точкой отображения  f.     
     Ч.т.д.      

Определения. Пусть  А  и  В – произвольные полные верхние (нижние) полурешетки. Отображение и  f : A
[image: image494.wmf]®

B  называется непрерывным сверху (снизу) , если для любого множества Х
[image: image495.wmf]Í

А  верно, что        f (sup X) = sup f (X)  (соответственно,  f (inf X) = inf f (X)).   
     Пусть  А  и  В – произвольные решетки. Отображение и  f : A
[image: image496.wmf]®

B  называется непрерывным, если для любого множества Х
[image: image497.wmf]Í

А  верно, что   f (sup X) = sup f (X)  и   f (inf X) = inf f (X).   
Примеры. Пусть  А = {x
[image: image498.wmf]Î

R | 0
[image: image499.wmf]£

x
[image: image500.wmf]£

1} – отрезок вещественной прямой с концами  0  и  1. Пусть в  А  задано обычное отношение порядка «
[image: image501.wmf]£

», означающее «меньше или равно». Ясно, что  А  является полной решеткой. Тогда:
     (1)  всякое непрерывное отображение (в обычном смысле, принятом в математическом анализе) является непрерывным в полной решетке  А ;

     (2)  функция  f (x) = 0, если  0 
[image: image502.wmf]£

 х <1,  и  f (1) = 1  является монотонной, но не является непрерывной. В самом деле, возьмем, например, множество  X = {1–1/n | n = 1,2,…}. Тогда имеем  sup X =1,         f (sup X) = 1,  sup f (X) = 0  и поэтому   f (sup X) 
[image: image503.wmf]¹

sup f (X).

Утверждение 6.   Пусть  А  и  В – полные решетки. Тогда любое непрерывное  отображение  А  в  В  монотонно.

Доказательство.  Имеем для  непрерывного отображения  f :

     x
[image: image504.wmf]£

y 
[image: image505.wmf]Þ

 sup{x,y} = y 
[image: image506.wmf]Þ

 f (sup{x,y}) = f (y)  
[image: image507.wmf]Þ

 sup{f (x), f (y)} = f (y) 
            
[image: image508.wmf]Þ

  f (x)
[image: image509.wmf]£

 f (y).

Таким образом, функция  f  монотонна. 
     Ч.т.д.

Утверждение 7.  Пусть  А  и  В  –  полные решетки и  f : A
[image: image510.wmf]®

A  – непрерывное отображение. Тогда наименьшей и наибольшей неподвижными точками для  f  являются:

     c = sup{f n(┴) |  n = 0,1,2,…}   и  d = inf{f n(┴) |  n = 0,1,2,…}.

Доказательство.   Имеем:

     c = sup{f n(┴) | n = 0,1,2,…} =  sup{{f 0(┴)}
[image: image511.wmf]È

{f n(┴) |  n = 1,2,…}}   

        =  sup{{┴}
[image: image512.wmf]È

{f n(┴) | n =1,2,…} =  sup{f n(┴) | n = 1,2,…};         

     f (c) = f (sup{f n(┴) | n = 0,1,2,…})

             = (благодаря непрерывности  f)  sup f ({f n(┴) | n = 0,1,2,…}) 
             =  sup{f n+1(┴) | n = 0,1,2,…} =  sup{f n(┴) | n = 1,2,…} = c.
Следовательно,  f (c) = c, т.е.  с – неподвижная точка отображения  f.
     Если  х – какая-либо неподвижная точка, то благодаря монотонности  f  имеем:

     ┴ 
[image: image513.wmf]£

 х  
[image: image514.wmf]Þ

  f (┴)
[image: image515.wmf]£

 f (x) = x  
[image: image516.wmf]Þ

 f (┴)
[image: image517.wmf]£

 x  
[image: image518.wmf]Þ

   f (f (┴)) = f 2(┴) 
[image: image519.wmf]£

 f (x) = x 
                
[image: image520.wmf]Þ

 f 2(┴) 
[image: image521.wmf]£

 x 
[image: image522.wmf]Þ

 f 3(┴) 
[image: image523.wmf]£

 x 
[image: image524.wmf]Þ

 …

Отсюда  c = sup{f n(┴) | n = 0,1,2,…}
[image: image525.wmf]£

 x. Следовательно,  с - наименьшая неподвижная точка. 

     Двойственным образом доказывается, что  d – наибольшая неподвижная точка.
    Ч.т.д.

     Рассматривая еще раз доказательство утверждения 11, можно заметить, что фактически здесь операция супремума применялась к частному виду множеств, а именно, к так называемым цепям.

     Цепью в ч.у.м.  А  называется представленное последовательностью множество  Х = {xn | n = 0,1,2,…}  такое, что либо

     x0 
[image: image526.wmf]£

 х1 
[image: image527.wmf]£

 х2 
[image: image528.wmf]£

…
[image: image529.wmf]£

 хn –1 
[image: image530.wmf]£

 хn 
[image: image531.wmf]£

… ,

либо

    x0 
[image: image532.wmf]³

 х1 
[image: image533.wmf]³

 х2 
[image: image534.wmf]³

…
[image: image535.wmf]³

 хn –1 
[image: image536.wmf]³

хn 
[image: image537.wmf]³

… .

В первом случае говорят, что цепь является неубывающей, во втором случае – невозрастающей. 

     Ясно, что множество  {f n(┴) | n = 0,1,2,…} является неубывающей цепью, так как по монотонности f из ┴
[image: image538.wmf]£

 f(┴)  получаем  f (┴) 
[image: image539.wmf]£

f 2(┴)  и, значит, имеем  ┴
[image: image540.wmf]£

 f(┴)
[image: image541.wmf]£

 f 2(┴)
[image: image542.wmf]£

 f 3(┴)
[image: image543.wmf]£

…
[image: image544.wmf]£

 f n-1(┴)
[image: image545.wmf]£

 f n(┴)
[image: image546.wmf]£

… . Двойственным образом,  множество  {f n(T) | n = 0,1,2,…} является невозрастающей цепью.
Определение.  Ч.у.м.  называется полным по неубывающим (по невозрастающим) цепям, если в нем всякая неубывающая (соответственно, невозрастающая) цепь имеет супремум (соответственно, инфимум). Коротко такие ч.у.м. будем называть  
[image: image547.wmf]­

-полными (соответственно, 
[image: image548.wmf]¯

-полными).
Определение.  Пусть  А  – 
[image: image549.wmf]­

-полное (
[image: image550.wmf]¯

-полное) ч.у.м. Отображение  f : A
[image: image551.wmf]®

A  называется непрерывным снизу (соответственно, сверху), если для любой невозрастающей (соответственно, неубывающей) цепи Х
[image: image552.wmf]Í

А  имеет место соотношение  f (sup X) = sup f (X)  (соответственно, соотношение  f (inf X) = inf f (X) ).  
     Свойство ч.у.м  быть 
[image: image553.wmf]­

-полным или 
[image: image554.wmf]¯

-полным сохраняется при декартовых произведениях и при образовании множеств функций.

Утверждение 8.  Если  А  и  В  – 
[image: image555.wmf]­

-полные (
[image: image556.wmf]¯

-полные) ч.у.м. Тогда декартово произведение   А
[image: image557.wmf]´

В  является 
[image: image558.wmf]­

-полным  (соответственно,  
[image: image559.wmf]¯

-полным).

Доказательство.  Пусть  X – неубывающая цепь в  А
[image: image560.wmf]´

В.  Очевидно, что проекции   X1 = {x
[image: image561.wmf]Î

A | (
[image: image562.wmf]$

y) (x,y)
[image: image563.wmf]Î

X}  и  X2 = {у
[image: image564.wmf]Î

A | (
[image: image565.wmf]$

х) (x,y)
[image: image566.wmf]Î

X}  являются  неубывающими  цепями и, значит, имеют супремумы        a =sup X1  и  b =sup X2 . Тогда ясно, что  sup X = (a,b).

      Ч.т.д.

Теорема Клини. Пусть  А – 
[image: image567.wmf]­

-полное (
[image: image568.wmf]¯

-полное) ч.у.м., содержащее наименьший элемент  ┴ (соответственно, наибольший элемент  T)  и  f : A
[image: image569.wmf]®

A – непрерывное снизу (соответственно, сверху) отображение. Тогда  отображение  f  имеет  наименьшую  неподвижную  точку       c = sup{f n(┴) | n = 0,1,2,…}   и  наибольшую  неподвижную  точку     d = inf{f n(T) |  n = 0,1,2,…}.
Доказательство.  Множество  {f n(┴) | n = 0,1,2,…}, как мы видели, является неубывающей цепью.  Двойственным образом, множество {f n(T) | n = 0,1,2,…}, Поэтому доказательство утверждения 13 устанавливает справедливость теоремы Клини.     Ч.т.д.                          
                3. МНОЖЕСТВА ФУНКЦИЙ

3.1. Функции со значениями в ч.у.м.

     Для произвольных множеств  А  и  В  обозначим через Fun(A,B)        множество всех функций, заданных на  А  и принимающих значения в  В.  Если  В – ч.у.м., то порядок в  В  следующим образом индуцирует порядок в  Fun(A,B):

      f 
[image: image570.wmf]£

 g  
[image: image571.wmf]Û

df  (
[image: image572.wmf]"

x
[image: image573.wmf]Î

A) f (x) 
[image: image574.wmf]£

 g(x).
     Легко видеть, что  Fun(A,B)  будет решеткой, если  В – решетка. Операции 
[image: image575.wmf]Ù

  и  
[image: image576.wmf]Ú

  в  Fun(A,B)  определяются так :

      (f
[image: image577.wmf]Ù

g)(x) = f(x)
[image: image578.wmf]Ù

g(x)  и (f
[image: image579.wmf]Ú

g)(x) = f(x)
[image: image580.wmf]Ú

 g(x)   для всех  х
[image: image581.wmf]Î

А. 

     В том случае, когда оба  А  и  В –  ч.у.м., мы можем рассматривать монотонные функции.  Через  Fun*(A,B)  обозначим множество всех монотонных функций из  А  в  В.  Так как   Fun*(A,B)
[image: image582.wmf]Í

Fun(A,B), то в множестве всех монотонных функций определено отношение порядка. Таким образом, множество  Fun*(A,B)  является ч.у.м.   

     Ясно, если  f   и  g – монотонные функции, то монотонными также будут и функции  f
[image: image583.wmf]Ù

g  и  f
[image: image584.wmf]Ú

g:

       х
[image: image585.wmf]£

у 
[image: image586.wmf]Þ

  f(x)
[image: image587.wmf]£

f(у),  g(x)
[image: image588.wmf]£

 g(у)
               
[image: image589.wmf]Þ

  f(x)
[image: image590.wmf]Ù

g(x) 
[image: image591.wmf]£

 f(у)
[image: image592.wmf]Ù

g(у),  f(x)
[image: image593.wmf]Ú

g(x) 
[image: image594.wmf]£

 f(у)
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g(у)
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 (f
[image: image597.wmf]Ù

g)(x) 
[image: image598.wmf]£

 (f
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g)(x), (f
[image: image600.wmf]Ú

g)(x) 
[image: image601.wmf]£

 (f
[image: image602.wmf]Ú

g)(x).
Следовательно, если  В – решетка и  А – ч.у.м., то  Fun*(A,B) также решетка .           

Утверждение 9.  Если А – произвольное множество, а  В  является полной решеткой, то  Fun(A,B)  также является полной решеткой.

Доказательство. Пусть  Х – произвольное множество функций,         Х
[image: image603.wmf]Í

 Fun(A,B).  Покажем, что  Х  имеет супремум.  Для каждого х
[image: image604.wmf]Î

А  рассмотрим множество  {f(х) | f
[image: image605.wmf]Î

X}. Это множество, как подмножество полной решетки  В  имеет супремум   sup{f(х) | f
[image: image606.wmf]Î

X}. Положим  g(x) = sup{f(х) | f
[image: image607.wmf]Î

X}. 
     Докажем, что функция  g(x) является супремумом множества Х :   g = sup X.  Если  h – произвольная верхняя грань для  Х, то

      (
[image: image608.wmf]"

f
[image: image609.wmf]Î

X) f
[image: image610.wmf]£

h  
[image: image611.wmf]Þ

 (
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f
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X) (
[image: image614.wmf]"

x
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A) f (x)
[image: image616.wmf]£

h(x)
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 (
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x
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A) (
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f
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X) f (x)
[image: image622.wmf]£

h(x)
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 (
[image: image624.wmf]"

x
[image: image625.wmf]Î

A)  sup{f (x) |  f 
[image: image626.wmf]Î

X }
[image: image627.wmf]£

h(x)

                            
[image: image628.wmf]Þ

 (
[image: image629.wmf]"

x
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A)  g (x)
[image: image631.wmf]£

h(x) 
[image: image632.wmf]Þ

  g
[image: image633.wmf]£

h 

Таким образом,  если  h – верхняя грань для  Х , то  g
[image: image634.wmf]£

h.  C  другой стороны,  g  является верхней гранью для  Х, так из определения функции  g  следует, что  f(х)
[image: image635.wmf]£

g(x) для всех  f
[image: image636.wmf]Î

Х  и всех  х
[image: image637.wmf]Î

А.  Значит,  h  есть наименьшая верхняя грань для  Х .

     Двойственным образом получаем, что  функция h(x) = inf{f(х) | f
[image: image638.wmf]Î

X}  является инфимумом для  Х :  h = inf X.
     Ч.т.д.

Утверждение 10.  Если  А - ч.у.м.  и  В  является полной решеткой, то  Fun*(A,B)  также является полной решеткой.
Доказательство.   Пусть Х – произвольное множество  монотонных функций,  Х
[image: image639.wmf]Í

Fun*(A,B).  Как подмножество решетки  Fun(A,B),  множество  Х  имеет супремум и инфимум. В утверждении 7  мы определили супремум как функцию  g(x) = sup{f (x) |  f
[image: image640.wmf]Î

X}. Функция  f  на самом деле является  монотонной: 

     x
[image: image641.wmf]£

y  
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 (
[image: image643.wmf]"

f
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X) f (x)
[image: image645.wmf]£

f (y) 
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 sup{f (x) |  f
[image: image647.wmf]Î

X} 
[image: image648.wmf]£

sup{ f (y) |  f
[image: image649.wmf]Î

X}

             
[image: image650.wmf]Þ

 g(x) 
[image: image651.wmf]£

 g(y) .       
     Ч.т.д.

Утверждение 11.  Если  В – 
[image: image652.wmf]­

-полное (
[image: image653.wmf]¯

-полное) ч.у.м. и  А - произвольное множество, то  Fun(A,B)  является  
[image: image654.wmf]­

-полным (соответственно,
[image: image655.wmf]¯

-полным) ч.у.м. То же самое справедливо и для множества монотонных функций Fun*(A,B).   
Доказательство.  Пусть  Х ={fn | n = 0,1,2,…}  – произвольная неубывающая цепь. Тогда для любого x
[image: image656.wmf]Î

А  в ч.у.м.  В  имеем неубывающую цепь  {fn (х) | n=0,1,2,…},  которая  в  силу  
[image: image657.wmf]­

-полноты  В  имеет супремум  sup{fn (х) | n=0,1,2,…}= g(x).  Таким образом, имеем функцию g: A
[image: image658.wmf]®

A, которая является супремумом цепи Х ={fn | n=0,1,2,…}.
В самом деле,  g
[image: image659.wmf]£

 fn  для всех  n  и

     (
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n) fn
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h  
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  (
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n)(
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х) fn(x) 
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 h(х)  
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 (
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x)(
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n) fn(x) 
[image: image669.wmf]£

 h(х) 
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  (
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x) sup{fn(x) | n =0,1,2,…}
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 h(х) 
[image: image673.wmf]Þ

(
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x) g(x)
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h(х)
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  g
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h.
     Часть утверждения 11, касающаяся 
[image: image678.wmf]¯

-полноты, следует из соображений двойственности.
     Ч.т.д.                                           
Утверждение 12.  Если  В – 
[image: image679.wmf]­

-полное (
[image: image680.wmf]¯

-полное) ч.у.м. и  А - произвольное ч.у.м., то множество  Fun*(A,B) всех монотонных функций является  
[image: image681.wmf]­

-полным (соответственно,
[image: image682.wmf]¯

-полным) ч.у.м.

Доказательство.  В доказательстве предыдущего утверждения  функция  g  на самом деле монотонна,  если   fn – монотонные функции.  В самом деле, 

     x 
[image: image683.wmf]£

 y  
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   fn (x) 
[image: image685.wmf]£

 fn (y)  для  всех  n
[image: image686.wmf]Î

 N
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  fn (x) 
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 sup{ fk (y) |  k
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 N} для  всех  n
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 N
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  sup{ fk (x) |  k
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 N} 
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 sup{ fk (y) |  k
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 N} 
[image: image695.wmf]Þ

 g(x) 
[image: image696.wmf]£

 g(y).

     Ч.т.д.

3.2.   Частичные функции             
     Многоместная частичная функция  f (x1,x2,…,xn) – это не всюду определенное отображение  f : A1
[image: image697.wmf]´

A2
[image: image698.wmf]´

…
[image: image699.wmf]´

An
[image: image700.wmf]®

B,  где  Aj  –  область значений переменной  xj , а  В – область значений функции.

     Если к  В  добавить символ  ┴  неопределенности и обозначить В+=В
[image: image701.wmf]È

{┴}, то функцию  f   можно  считать  обычным  (всюду определенным)  отображением    f : A1
[image: image702.wmf]´

A2
[image: image703.wmf]´

…
[image: image704.wmf]´

An 
[image: image705.wmf]®

B+. 
     В множестве   В+   введем порядок:  ┴ 
[image: image706.wmf]£

 х   для всех  х
[image: image707.wmf]Î

В, а  любые два различные элементы  В  будем считать несравнимыми.  Например, если  B ={a,b,c,d}, то ч.у.м. В+  имеет диаграмму Хассе, показанную на рис.                                                                                                                                  
                                 a       b              c        d
                                                  ┴  

                                             Рис. 6
Утверждение 13.  В+  является 
[image: image708.wmf]­

-полным ч.у.м.  с  наименьшим элементом  ┴.

Доказательство тривиально.
Утверждение 14.   Fun(A,B+)  является 
[image: image709.wmf]­

-полным ч.у.м. с наименьшим элементом.

Доказательство. Это следствие утверждений 13  и 15. 
     Поскольку приходится делать суперпозицию функций, к области определения функций следует также присоединять символ неопределенности  ┴.
                    Естественное продолжение функций

     Пусть   f : A1
[image: image710.wmf]´

 A2
[image: image711.wmf]´

…
[image: image712.wmf]´

An
[image: image713.wmf]®

B – произвольная функция.  Продолжим эту функцию на A1+
[image: image714.wmf]´

A2+
[image: image715.wmf]´

…
[image: image716.wmf]´

An+  следующим образом:  
      f(x1,x2,…,xn) = ┴,  если  xj = ┴ хотя бы для одного 1
[image: image717.wmf]£

 j 
[image: image718.wmf]£

n.
Таким образом, мы получаем функцию  A1+
[image: image719.wmf]´

A2+
[image: image720.wmf]´

…
[image: image721.wmf]´

An+
[image: image722.wmf]®

 В+, которая называется естественным продолжением функции  f.
Замечание.  В дальнейшем мы воспользуемся следующими сокращениями:

      А = A1
[image: image723.wmf]´

 A2
[image: image724.wmf]´

…
[image: image725.wmf]´

An ,  А+ = A1+
[image: image726.wmf]´

A2+
[image: image727.wmf]´

…
[image: image728.wmf]´

An+,  х = (х1, х2,…, хn).
Утверждение 15.  Если  В – ч.у.м., то естественное  продолжение  любой  функции  f : A
[image: image729.wmf]®

B  является монотонной функцией  A+
[image: image730.wmf]®

 В+.

Доказательство. Предположим, что это не так. Тогда найдутся два значения a =(a1,a2,…,an)  и  b =(b1,b2,…,bn) такие, что  a<b , но не верно, что f*(a)
[image: image731.wmf]£

f*(b), где  f* –  естественное продолжение функции f. Из  a<b  следует, что для некоторого  k  имеет место ak = ┴ и ak 
[image: image732.wmf]¹

┴. Но тогда должно быть  f*(a) = ┴ и, значит, f*(a)
[image: image733.wmf]£

f*(b). Мы получили противоречие.

     Ч.т.д. 
Утверждение 16.  Одноместная функция  f (x),  f : A+
[image: image734.wmf]®

 В+ монотонна тогда и только тогда, когда либо  f – постоянная  (т.е.  f (x) = c  для всех  х
[image: image735.wmf]Î

А+),  либо     f (┴) =┴ , а значения  f (х),  х
[image: image736.wmf]Î

А,   могут быть произвольными.    
Доказательство.  Ясно, что соотношение  х
[image: image737.wmf]£

у  имеет место тогда и только тогда, когда либо  х =┴  и  у   произвольно, либо  х = у.  Пусть f –  монотонная функция. Тогда, если   х =┴ ,  то  f (┴) = ┴ 
[image: image738.wmf]£

 f (y), причем значение  f (y)  может быть произвольным  элементом  из В+. Если  f (┴) = с 
[image: image739.wmf]¹

┴ , то для всех  х
[image: image740.wmf]Î

А  имеем  с
[image: image741.wmf]£

 f (х) (так как  ┴ 
[image: image742.wmf]£

 х), и следовательно,  f (х) = с  для всех  х
[image: image743.wmf]Î

А+.
     Наоборот, пусть   f  –  произвольная функция  A+
[image: image744.wmf]®

 В+, но такая, что  f (┴) =┴. Тогда  f  монотонна. В самом деле,   

      х
[image: image745.wmf]£

у 
[image: image746.wmf]Þ

 х =┴ или х = у  
[image: image747.wmf]Þ

 f (х) = f (┴) = ┴ 
[image: image748.wmf]£

 f (у)  или  f (х) = f (y). 
     Ч.т.д.
          Для многоместных функций имеет место более слабое утверждение.
Утверждение 17.  Если многоместная функция  f(x1,х2,…,хn),              f : A+
[image: image749.wmf]®

 В+ (n
[image: image750.wmf]³

2)  монотонна,  то либо  f  – постоянная функция,  либо    f (┴ , ┴ ,…, ┴) =┴  , а остальные значения функции  могут быть произвольными.    
     Доказательство этого утверждения аналогично первой части доказательства утверждения 18.
Примеры. 1)  Функция деления  x/y  из  R
[image: image751.wmf]´

R  в  R (где  R – множество всех вещественных чисел) становится монотонной при естественном продолжении, т.е. если положить   x/┴ =  ┴/x = ┴.

     2) На множестве  А+
[image: image752.wmf]´

А+, где  А – любое множество, можно задать два отношения равенства:

(а) слабое равенство, обозначаемое  «=», – это естественное продолжение равенства, заданного на  А. Другими словами,  «=» рассматривается как функция из  А+
[image: image753.wmf]´

А+  в  {true,false}+ ={true,false, ┴}:
                    /  true,  если  х, у
[image: image754.wmf]Î

А  и  х  совпадает с  у
     (x = y) =    false, если  х, у
[image: image755.wmf]Î

А  и  х  не совпадает с  у
                    \   ┴,  если  х=┴  или  у=┴
Как естественное продолжение, функция слабого равенства монотонна.
(б)  сильное равенство, обозначаемое  
[image: image756.wmf]º

, определяется как функция из  А+
[image: image757.wmf]´

А+  в  {true,false}:

       (х 
[image: image758.wmf]º

у) = true 
[image: image759.wmf]Û

 x  и  у  совпадают как элементы  А+ .

Сильное равенство не монотонно:  если взять  х =┴  и  x’= a  и  у = а, то будем иметь  (x,y)
[image: image760.wmf]£

(x’,y),  но значения   x 
[image: image761.wmf]º

y   и  x’
[image: image762.wmf]º

y  не сравнимы, так как они есть (соответственно)  false  и  true.
3) Определяющая функция  def  отображает  А+  в  {true,false}.

               /  true,  если  x
[image: image763.wmf]Î

A
def(x) = |

               \ false,  если  x =┴ 

Функция  def  не монотонна:  ┴ 
[image: image764.wmf]£

 а
[image: image765.wmf]Î

А,  def(┴) = false,  def(a) = true.   
                      Функция  if-then-else    
 В общем случае функция  if-then-else  отображает множество  {true, false, ┴}
[image: image766.wmf]´

A+
[image: image767.wmf]´

B+  в множество  A+
[image: image768.wmf]È

B+.  Если эту функцию считать естественно продолженной, то ее определение таково:

                                      /   y,  если  х= true,  z
[image: image769.wmf]¹

┴                                     

     if x then y else z =       z,  если  х= false,  y
[image: image770.wmf]¹

┴
                                      \  ┴ , если  х=┴   или  х=┴   или  х=┴
Как и всякая естественно продолженная функция,  так определенная функция  if-then-else  монотонна. Но существует другое определение if-then-else, при котором также получается монотонная функция:

                                      /   y,  если  х= true
     if x then y else z =       z,  если  х= false
                                      \  ┴ , если  х=┴ 
В самом деле,   (x,y,z) 
[image: image771.wmf]£

 (x’,y’,z’) означает, что  x
[image: image772.wmf]£

x’,  y
[image: image773.wmf]£

y’  и  z
[image: image774.wmf]£

z’. Ясно, что  x
[image: image775.wmf]£

x’  тогда и только тогда, когда  x=┴  или  x=x’.  В первом  случае       if x then y else z =    и поэтому 

     if x then y else z  
[image: image776.wmf]£

   if x’ then y’ else z’
Во втором случае, если      x=x’= true, то 

     if  true  then y else z = y 
[image: image777.wmf]£

 y’ =   if true then y’ else z’ ;
если же   x=x’= false, то

     if  false  then y else z =  z 
[image: image778.wmf]£

 z’ =   if  false  then y’ else z’ .

Утверждение 18.  Для произвольной функции  f  (заданной на множестве  A+
[image: image779.wmf]È

B+)  всегда

     if  x  then f (y) else f (z) 
[image: image780.wmf]£

  f (if x then y else z)
Если же  f (┴) = ┴ , то
     if  x  then f (y) else f (z) = f (if x then y else z).
Доказательство.  Если  х = true, то
     f (if x then y else z) =  f (if true then y else z) = f (y)

                                 =  if true then f (y) else f (z) = if x then f (y) else f (z).
Если  x = false, то
     f (if x then y else z) =  f (if false then y else z) = f (z)

                                 =  if false then f (y) else f (z) = if x then f (y) else f(z). 
Если  x =┴ , то
     f (if x then y else z) =  f (if ┴ then y else z) =  f (┴) 
[image: image781.wmf]³

┴ 

                                    =  if ┴ then f (y) else f (z) = if x then f (y) else f(z). 
Если f (┴) = ┴ , то в последней цепочке соотношений неравенство следует заменить на равенство.

     Ч.т.д. 

Суперпозиция монотонных функций

Утверждение 19. Суперпозиция монотонных функций является монотонной функцией.

Доказательство.  Справедливость этого утверждения ясна из следующего рассуждения в частном случае.

     Пусть даны монотонные функции  f : A 
[image: image782.wmf]´

B 
[image: image783.wmf]®

 C,   g: C 
[image: image784.wmf]®

A  и,          h: C 
[image: image785.wmf]®

C. Тогда суперпозиция  h(f (g(x), y)) является функцией, заданной на  C 
[image: image786.wmf]´

B  и принимающей значения в  С.  Покажем, что эта функция монотонна:

     x 
[image: image787.wmf]£

 x’, y 
[image: image788.wmf]£

 y’ 
[image: image789.wmf]Þ

 g(x) 
[image: image790.wmf]£

 g(x’ ) 
[image: image791.wmf]Þ

  f (g(x), y) 
[image: image792.wmf]£

 f (g(x’ ), y’ )

                           
[image: image793.wmf]Þ

 h(f (g(x), y)) 
[image: image794.wmf]£

 h(f (g(x’ ), y’ ))

     Ч.т.д.     
                   4. НЕПРЕРЫВНЫЕ ОПЕРАТОРЫ
      Под оператором понимается отображение  τ  множества функций Fun(A,B)  в себя:   τ: Fun(A,B) 
[image: image795.wmf]®

 Fun(A,B).  Если   B –  
[image: image796.wmf]­

- полное  ч.у.м ,  то,  как мы видели, множество функций  Fun(A,B)  также   является   
[image: image797.wmf]­

-полным ч.у.м. Поэтому можно рассматривать непрерывные операторы.  Оператор   τ  непрерывен, если
    τ[sup{fn | n
[image: image798.wmf]Î

N} = sup{τ[fn] | n
[image: image799.wmf]Î

N}
для любой цепи  f1 
[image: image800.wmf]£

  f2 
[image: image801.wmf]£

…
[image: image802.wmf]£

 fn 
[image: image803.wmf]£

… .

Примеры .
     1)  Пусть  h(x) – произвольная функция из  Fun(A,B).  Оператор τ, переводящий произвольную функцию  f   в функцию  h,  непрерывен:

      sup{τ[fn] | n
[image: image804.wmf]Î

N} = sup{h |  n
[image: image805.wmf]Î

N} =  h = τ[sup{fn] | n
[image: image806.wmf]Î

N}]. 
     2)  Тождественный оператор    τ,  τ[f] = f,  непрерывен:
     sup{τ[fn] | n
[image: image807.wmf]Î

N} = sup{fn | n
[image: image808.wmf]Î

N}] = τ[sup{fn] | n
[image: image809.wmf]Î

N}].
3) Зададим оператор  τ  следующим образом:

τ[F](x,y) = F(y,x).
Таким  образом,  если  обозначить   f^ (x,y) =df  f (y,x),  то  оператор     τ  можно описать как такой, который преобразует функцию  f   в функцию  f^ :   τ[f] = f^ .  Этот оператор непрерывен. В самом деле, пусть  g = sup{fn | | n
[image: image810.wmf]Î

N},  где   f0 
[image: image811.wmf]£

 f1 
[image: image812.wmf]£

 f2 
[image: image813.wmf]£

…
[image: image814.wmf]£

 fn 
[image: image815.wmf]£

…  –  произвольная цепь. Тогда ясно, что  g^ = sup{fn ^ |  n
[image: image816.wmf]Î

N}.  Поэтому    
     τ[sup{fn | n
[image: image817.wmf]Î

N}] = τ[g] = g^ = sup{fn ^ |  n
[image: image818.wmf]Î

N}.  
Утверждение 20.  Пусть  t(x,F) – терм, задающий суперпозицию монотонных функций. Тогда оператор τ,  τ[F](x) = t(x,F), непрерывен.

Доказательство.  Мы используем индукцию по структуре термов.

База индукции. Простейшими термами являются   h(x)  и  F(x), где  h – монотонная функция.  В первом случае имеем    τ[F](x) = h(x),  т.е.  
τ[F] = h, во втором случае –  τ[F](x) = F(x), т.е.  τ[F] = F. В обоих случаях оператор  τ  непрерывен.

Индуктивный переход. Опять имеем два случая:

А)    t(x,F) = f (t1(x,F), t2(x,F),…, tm(x,F));

B)    t(x,F) =  F(t1(x,F), t2(x,F),…, tm(x,F)) .                  
Нужно доказать:  если все операторы   τj   (1 
[image: image819.wmf]£

 j 
[image: image820.wmf]£

 m),
     τj [F](x) = tj(x,F)
непрерывны, то оператор  τ,

     τ[F](x) = t(x,F)
также непрерывен.

Замечание. Мы здесь докажем индуктивный переход только для случая  А. Случай  В  доказывается аналогично.

     Сначала доказываем, что оператор  τ  монотонен:

     g 
[image: image821.wmf]£

 h  
[image: image822.wmf]Þ

 τj [g] 
[image: image823.wmf]£

τj [h]  для всех  1 
[image: image824.wmf]£

 j 
[image: image825.wmf]£

 m (так как τj  –  непрерывен 

                                                                             и, значит, монотонен)

                
[image: image826.wmf]Þ

 τj [g](x) 
[image: image827.wmf]£

 τj [h](x)  для всех  х 
[image: image828.wmf]Î

А  и  всех  1 
[image: image829.wmf]£

 j 
[image: image830.wmf]£

 m 

                
[image: image831.wmf]Þ

 tj (x, g) 
[image: image832.wmf]£

 tj (x, h)  для всех  х 
[image: image833.wmf]Î

А  и  всех  1 
[image: image834.wmf]£

 j 
[image: image835.wmf]£

 m 

                
[image: image836.wmf]Þ

 f (t1 (x, g), t2 (x, g),…, tj (x, g))

                        
[image: image837.wmf]£

 f (t1 (x, g), t2 (x, g),…, tj (x, g)) для всех  х 
[image: image838.wmf]Î

А  (так как   

                                                                             функция  f   монотонна)

                 
[image: image839.wmf]Þ

 t(x, g) 
[image: image840.wmf]£

 t(x, h)  для всех  х 
[image: image841.wmf]Î

А  

                 
[image: image842.wmf]Þ

 τ[g](x) 
[image: image843.wmf]£

 τ[h](x)  для всех  х 
[image: image844.wmf]Î

А
                 
[image: image845.wmf]Þ

 τ[g] 
[image: image846.wmf]£

 τ[h].                       

     Докажем теперь, что оператор   τ   непрерывен, т.е.  для любой цепи  f0 
[image: image847.wmf]£

 f1 
[image: image848.wmf]£

 f2 
[image: image849.wmf]£

…
[image: image850.wmf]£

 fn 
[image: image851.wmf]£

… имеет место
     τ[sup{fn | n
[image: image852.wmf]Î

N} = sup{τ[fn] | n
[image: image853.wmf]Î

N}.

Это соотношение эквивалентно двум соотношениям

     τ[sup{fn | n
[image: image854.wmf]Î

N}  
[image: image855.wmf]£

  sup{τ[fn] | n
[image: image856.wmf]Î

N},                                 (1)

      sup{τ[fn] | n
[image: image857.wmf]Î

N} 
[image: image858.wmf]£

 τ[sup{fn | n
[image: image859.wmf]Î

N}.                                  (2)

      Соотношение  (1)  доказывается проще:

имеем    fk 
[image: image860.wmf]£

 sup{fn | n
[image: image861.wmf]Î

N} для всех k
[image: image862.wmf]Î

N  и
     fk 
[image: image863.wmf]£

 sup{fn | n
[image: image864.wmf]Î

N} для всех k
[image: image865.wmf]Î

N 
                
[image: image866.wmf]Þ

 τ[fk] 
[image: image867.wmf]£

 τ[sup{fn | n
[image: image868.wmf]Î

N}]  для всех k
[image: image869.wmf]Î

N (так как оператор  τ  

                                                                                     монотонен)

                
[image: image870.wmf]Þ

 sup{τ[fk] | k
[image: image871.wmf]Î

A} 
[image: image872.wmf]£

 τ[sup{fn | n
[image: image873.wmf]Î

N}]       
                
[image: image874.wmf]Þ

 sup{τ[fn] | n
[image: image875.wmf]Î

A} 
[image: image876.wmf]£

 τ[sup{fn | n
[image: image877.wmf]Î

N}].
     Доказываем (2):                                                                                 
     τ[sup{fn | n
[image: image878.wmf]Î

N}(x) =  t(x, sup{fn | n
[image: image879.wmf]Î

N}) 

                                  = f (t1(x, sup{fn | n
[image: image880.wmf]Î

N}), …, tm(x, sup{fn | n
[image: image881.wmf]Î

N}F))                                                                       

                                  = f (τ1[sup{fn | n
[image: image882.wmf]Î

N}](x), …, f(τm[sup{fn | n
[image: image883.wmf]Î

N}](x))

                                  = f (sup{τ1[fn] | n
[image: image884.wmf]Î

N}(x), …, sup{τm[fn] | n
[image: image885.wmf]Î

N}(x)) 
                                     (так как все  τj  непрерывны)

                                 = f (sup{τ1[fn](х) | n
[image: image886.wmf]Î

N}, …, sup{τm[fn](х) | n
[image: image887.wmf]Î

N}). 
Благодаря монотонности τj   имеем цепь

      τj [f0](х) 
[image: image888.wmf]£

 τj [f1](х) 
[image: image889.wmf]£

 τj [f2](х) 
[image: image890.wmf]£

…
[image: image891.wmf]£

 τj [fn](х) 
[image: image892.wmf]£

… .
Так как все члены этой цепи принадлежат множеству.  В+, которое имеет тривиальный порядок, то существует индекс  k(j)  такой, что                                          
       τj [f0](х) = τj [f1](х) = τj [f2](х) =…=  τj [fk(j)](х) = ┴ 

                     <  τj [fk(j)+1](х) = τj [fk(j)+2](х) = τj [fk(j)+2](х) = … 

Возьмем  k = max{k(j) | 1
[image: image893.wmf]£

j
[image: image894.wmf]£

m}.  Тогда для всех  n
[image: image895.wmf]³

 k  и всех 1
[image: image896.wmf]£

 j
[image: image897.wmf]£

m   имеем:
      τj [fn](х) = τj [fn+1](х) = τj [fn+2](х) =… 
и следовательно,    sup{τj [fn](х) | n
[image: image898.wmf]Î

N} =  τj [fk](х). Поэтому
        f (sup{τ1[fn](х) | n
[image: image899.wmf]Î

N},…, sup{τm[fn](х) | n
[image: image900.wmf]Î

N}) 

                                             =  f (τ1[fk](х), τ2[fk](х), …, τm[fn](х)) 

                                             =  f (t1(fk, х), t2(fk, х), …, tm(fn, х))

                                             =  τ(fk, х) = τ[fk]( х) 
[image: image901.wmf]£

 sup{τ [fn]( х) | n
[image: image902.wmf]Î

N}.
Таким образом,
     τ[sup{fn | n
[image: image903.wmf]Î

N}(x) 
[image: image904.wmf]£

 sup{τ [fn]( х) | n
[image: image905.wmf]Î

N}.
     Ч.т.д.

3.1. Неподвижные точки непрерывных операторов

     Если оператор  τ  непрерывен, то для нахождения его неподвижной точки можно применить теорему Клини, согласно которой неподвижная точка вычисляется как супремум  sup{τn [] | n
[image: image906.wmf]Î

N}.  

Примеры.  Рассмотрим функционал   τ : F(N+,N+) 
[image: image907.wmf]®

 F(N+,N+), определяемый как
     τ[F](x) =  if  x = 0  then  1  else  x•F(x–1).

Замечание. Через  ┴  мы  обозначаем не только неопределенное значение, но и всюду неопределенную функцию:  ┴(х) =┴.

     Имеем:

     τ[┴](x) =  if  x=0  then 1 else  x• ┴(х–1)  =   if x=0 then 1 else ┴      
     τ2[┴](х) =  τ[τ[┴]](х) = if x=0  then 1 else  x• τ[┴](х–1)
                   =  if x=0  then 1 else x• (if x–1=0  then 1 else ┴)

                   =  if x=0  then 1 else x• (if x=1  then 1 else ┴)

                   =  if x=0  then 1 else  (if x=1  then  x  else ┴)

                   =  if x<2   then  1  else ┴  =  if x<2  then x!  else ┴.               

     Докажем индукцией, что      



























































































































                  

     τk[┴](х) =  if x<k   then  x!  else ┴ .

Если это верно, то                   

     τk+1[┴](х) = ττk[┴](х) = τ[τk[┴]](х) 
                     =  if  x=0  then 1 else х• τk[┴](х–1) 

                     =  if  x=0  then 1 else х• (if x –1<k   then  (x–1)!  else ┴)
                     =  if  x=0  then 1 else (if x<k+1   then  x!  else ┴)

                     =  if x<k+1   then  x!  else ┴ .
Ясно, что  τk[┴]
[image: image908.wmf]£

τk+1[┴]. Следовательно,

     sup{τk[┴] | k = 0,1,2,…}(x) = x!        
     4. СЕМАНТИКА РЕКУРСИВНЫХ ПРОГРАММ
     Рассмотрим рекурсивную программу

     Q:  F(x,y) <=  if  x=y then y+1 else F(x, F(x–1, y+1)).                     
С этой программой связан оператор  τQ,  преобразующий множество двуместных функций в себя. В данном случае этим множеством    является Fun(Z
[image: image909.wmf]´

Z, Z). Оператор τQ  сопоставляет каждой функции          f 
[image: image910.wmf]Î

 Fun(Z
[image: image911.wmf]´

Z, Z)  функцию τQ[f] 
[image: image912.wmf]Î

 F(Z
[image: image913.wmf]´

Z, Z) :
     τQ[f](x,y) 
[image: image914.wmf]º

 if  x=y then y+1 else F(x, F(x–1, y+1)).
Пример. Возьмем  функцию  f (x,y) 
[image: image915.wmf]º

 x+y.  Тогда

     τР[f](x,y) 
[image: image916.wmf]º

 if  x=y then y+1 else f (x, f (x–1, y+1))
                    
[image: image917.wmf]º

 if  x=y then y+1 else x+(x–1+,y+1))
                    
[image: image918.wmf]º

 if  x=y then y+1 else  2x+y.
      В программе  Q  буква  F  обозначает функциональную переменную, т.е. переменную, принимающую значения в множестве функций F(Z
[image: image919.wmf]´

Z, Z).
     В общем случае рекурсивная программа (с одной функциональной переменной) имеет вид:

     P:  F(x1, x2,.., xn)  <=  t(x1, x2,.., xn F),                                               
где  t(x1, x2,.., xn F) – некоторый функциональный терм, составленный из имен базовых функций и имени  F  функциональной переменной.

Таким образом, имеется некоторый набор базовых функций, включающий функцию  if-then-else. 
Замечание.  Терм  t(x1, x2,.., xn F)  сокращенно записываем  как t(x, F).
     Терм  t(x,F) задает функцию, являющуюся суперпозицией тех функций, имена которых входят в этот терм. Кроме того, терм включает функциональную переменную, вместо которой можно подставлять имя произвольной функции  суперпозиция базовых функций. Подставив вместо  F  имя  f   какой-либо конкретной функции, мы получаем терм, определяющий некоторую функцию,  которая является суперпозицией входящих в терм функций и функции  f. 
     С программой  Р  ассоциирован оператор    τP:   
     τP[f](x) = t(x,F).
Утверждение 19. Следующие  3  функции    f1,  f2  и  f3   являются неподвижными точками оператора  τQ ,  ассоциированного с программой   Q:  F(x,y) <=  if  x=y then y+1 else F(x, F(x–1, y+1)):                     
     f1(x,y):  if x=y then y+1 else x+1,
     f2(x,y):  if (x
[image: image920.wmf]³

1)
[image: image921.wmf]Ú

(х=у) then x+1 else y –1,

     f3(x,y):  if (x
[image: image922.wmf]³

y)
[image: image923.wmf]Ù

(x–y  четно)  then x+1 else ┴
Доказательство.  Функцию    if  X  then  Y  else Z  графически можно представить так:
         if  X  then  Y  else Z                               if  X  then  Y  else Z  
                                                                 
            X                  
[image: image924.wmf]Ø

X               или                 X                                    
         Y                         Z                                   Y                      Z         
В частности,    f1(x,y):  if x=y then y+1 else x+1  представляется так:
                                 f1(x,y):  if x=y then y+1 else x+1  

                                            x=y       
                                          y+1                         x+1                                               
     Для выражения   τ[f1](x,y)  имеем следующее дерево:    

           τ[f1](x,y): if x=y then y+1 else f1(x, f1(x–1,y+1))
                 
                                   х=у
                                                
[image: image925.wmf]                  

                                  y+1                           f1(x, f1(x–1,y+1))

                               x= f1(x–1,y+1)
                            f1(x–1,y+1)+1= x+1                x+1                                         
Ясно, что это дерево эквивалентно дереву

                            f1(x,y):  if x=y then y+1 else x+1           

                                         

                                            х=у
                         у+1                          х+1
Это показывает, что   τ[f1](x,y) = f1(x,y). Следовательно,   τ[f1] = f1.

2)       f2(x,y):  if (x
[image: image926.wmf]³

1)
[image: image927.wmf]Ú

(х = у) then x+1 else y –1

                                 x
[image: image928.wmf]³

1
                                x+1                     y–1          
        τ[f2](x,y): if x=y then y+1 else f2(x, f2(x–1,y+1))
                 
                                  x=y                 
[image: image929.wmf]   
                       у+1= х+1                           f1(x, f1(x–1,y+1))

                                               x 
[image: image930.wmf]³

1
                                                                       х<1    
                                              x+1                             f1(x–1,y+1))–1                                                        
                                              х – 1 
[image: image931.wmf]³

1 (x
[image: image932.wmf]³

2)                  x<2

                                           (x–1)–1 = x–2                     (y+1)–1–1= y–1                                                           
3)Эквивалентность двух деревьев

            f3(x,y):  if (x
[image: image933.wmf]³

y)
[image: image934.wmf]Ù

(x–y четно) then x+1 else ┴
                                                               
              (x
[image: image935.wmf]³

y)
[image: image936.wmf]Ù

(x–y четно)                                                                                                                                                            

                                        x+1                       ┴                  
                       τ[f3](x,y): if x=y then y+1 else f3(x, f3(x–1,y+1))
                                                                  
                                      x=y                                                                                   
                                                                  f2(x, f2(x–1,y+1))

                             y+1 = x+1 
        (x
[image: image937.wmf]³

у)
[image: image938.wmf]Ù

(х– f3(x–1,y+1) четно)
                                              х+1                         ┴  
следует из того, что утверждение  «(if  x – y  четно then 1 else ┴ ) четно»  ложно. В самом деле, если  х – у  четно, то это утверждение переходит в утверждение  «1  четно»; если  х – у  нечетно, то оно переходит в утверждение «┴  четно».  

     Ч.т.д.

     Рассмотрим вычисления по программе  Q   (в общем случае).    

А)
F(a,a)

if  a=a then a+1 else F(a,F(a–1,a+1))

a+1
Б)   Пусть  a<b. Тогда имеем: 

F(a,b)             
if  a=b then b+1 else F(a,F(a–1,b+1))

F(a,F(a–1,b+1))

F(a, if a–1=b+1 then b+1+1 else F(a–1,F(a–1–1,b+1+1)))
F(a,F(a–1,F(a–2,b+2)))

F(a,F(a–1, if a–2=b+2 then b+2+1 else F(a–2,F(a–2–1,b+2+1))))
F(a,F(a–1,F(a–2,F(a–3,b+3))))
    :

    :

Следовательно,  F(a,b) = ┴ , если a<b.          

С)   Пусть   a
[image: image939.wmf]³

b.  Положим  а = b+k.
F(b+k,b)             

if  b+k=b then b+k+1 else F(b+k,F(b+k–1,b+1))
F(b+k,F(b+k–1,b+1))
F(b+k, if b+k–1=b+1 then b+1+1 else F(b+k–1,F(b+k–1–1,b+1+1)).
      Если  a+k–2>a, то
F(b+k,F(b+k–1,F(b+k–2,b+2)).
F(b+k,F(b+k–1, if b+k–2=b+2 then b+2+1 
                                                   else F(b+k–2,F(b+k–2–1,b+2+1))))
      Если  b+k–4>b, то
F(b+k,F(b+k–1,F(b+k–2,F(b+k–3,b+3))))

F(b+k,F(b+k–1,F(b+k–2, if b+k–3=b+3 then b+3+1 
                                                  else F(b+k–3,F(b+k–3–1, b+3+1)))))

      Если  b+k–6=b, то
F(b+k,F(b+k–1,F(b+k–2,F(b+k–3,F(b+k–4,b+4)))))                  (1)          
      :
      :

      Предположим, что  k четно, например,  k = 8. Тогда терм (1) будет таким
F(b+8,F(b+7,F(b+6,F(b+5,F(b+4, b+4))))),          
и далее мы получаем
F(b+8,F(b+7,F(b+6,F(b+5, if b+4=b+4 then b+4+1 
                                                              else F(b+4,F(b+4–1,b+4+1)))))).
F(b+8,F(b+7,F(b+6,F(b+5,b+5))))

      :

F(b+8,F(b+7,F(b+6,b+6)))

      :

F(b+8,F(b+7,F(b+6,b+6)))

      :

F(b+8,F(b+7,b+7))

      :

F(b+8,b+8)

      :

b+9

     Таким образом,  F(a,b) = F(b+8,b) = b+9 = a+1.  Отсюда видно, что   F(a,b) = a+1,  если  a
[image: image940.wmf]³

b  и  a–b четно.
     Итак, мы получили, что вычисление по программе  Q  дает функцию  f3(x,y).
Примеры. 1) Рассмотрим функционал   τ : F(N+,N+) 
[image: image941.wmf]®

 F(N+,N+), определяемый как
     τ[F](x) =  if  x = 0  then  1  else  x•F(x–1).

Далее  через  ┴  будем обозначать не только неопределенное значение, но и всюду неопределенную функцию:  ┴(х) =┴.

     Имеем:

     τ[┴](x) =  if  x=0  then 1 else  x• ┴(х–1)  =   if x=0 then 1 else ┴      
     τ2[┴](х) =  τ[τ[┴]](х) = if x=0  then 1 else  x• τ[┴](х–1)
                   =  if x=0  then 1 else x• (if x–1=0  then 1 else ┴)

                   =  if x=0  then 1 else x• (if x=1  then 1 else ┴)

                   =  if x=0  then 1 else  (if x=1  then  x  else ┴)

                   =  if x<2   then  1  else ┴  =  if x<2  then x!  else ┴.               

     Докажем индукцией, что      



























































































































                  

     τk[┴](х) =  if x<k   then  x!  else ┴ .

Если это верно, то                   

     τk+1[┴](х) = ττk[┴](х) = τ[τk[┴]](х) 
                     =  if  x=0  then 1 else х• τk[┴](х–1) 

                     =  if  x=0  then 1 else х• (if x –1<k   then  (x–1)!  else ┴)
                     =  if  x=0  then 1 else (if x<k+1   then  x!  else ┴)

                     =  if x<k+1   then  x!  else ┴ .
Ясно, что  τk[┴]
[image: image942.wmf]£

τk+1[┴]. Следовательно,

     sup{τk[┴] | k = 0,1,2,…}(x) = x!    

2) Возьмем оператор
     τ[F](x,y) = if x=y then y+1 else F(x,F(x–1,y+1))
и найдем его наименьшую неподвижную точку. 
     τ[┴](x,y) =  if x=y then y+1 else ┴(x,┴(x–1,y+1)) = 
                    =  if x=y then y+1 else ┴ =

                    =  if x=y then x+1 else ┴.
τ2[┴](х) = τ[τ[┴]](x) =  if x=y then y+1 else τ[┴](x,τ[┴](x–1,y+1)) =

               =  if x=y then y+1 else τ[┴](х, if x–1=y+1 then x–1+1 else ┴) =

               =  if x=y then y+1 else τ[┴](х, if x=y+2 then x else ┴) =
               =  if x=y then y+1 else if x=(if x=y+2 then x else ┴) then

                                                                                                 x+1 else ┴ =         
               =  if x=y then y+1 else if x=(if x=y+2 then y+2 else ┴) then

                                                               (if x=y+2 then y+3 else ┴) else ┴.          
Рассмотрим условие x=(if x=y+2 then x else┴). Возможны два случая: (1) х=у+2  и  (2)  х
[image: image943.wmf]¹

у+2. В случае (1) получаем  х = х, т.е. это условие истинно, а в случае (2) получаем  х=  ┴, т.е. это условие имеет значение ┴..Следовательно,

     τ2[┴](х) =  if x=y then y+1 else if x=y+2 then х+1 else ┴ =  

                   =  if (x=у)
[image: image944.wmf]Ú

(x=y+2) then х+1 else ┴ .          
     Докажем индукцией по  k,  что

     τk[┴](х,y) = if (x=у)
[image: image945.wmf]Ú

(x=y+2)
[image: image946.wmf]Ú

…
[image: image947.wmf]Ú

(х=у+2(k –1)) then х+1 else ┴ .       
Условие  (x=у)
[image: image948.wmf]Ú

(x=y+2)
[image: image949.wmf]Ú

…
[image: image950.wmf]Ú

(х=у+2(k –1)) в доказываемом равенстве запишем короче: V{x–y=2j | j < k}.  Предполагая равенство
     τk+1[┴](х,y) = if  V{x–y=2j | j < k} then х+1 else ┴ 
верным, для  k+1  будем иметь:
     τk+1[┴](х,y) =  τ[τk[┴]](х,y) =

                        =  if x=у then y+1 else τ[┴](x,τk[┴](x–1,y+1)) =

                        =  if x=у then y+1 else 
                          τ[┴](x, if V{(x–1) – (y+1) =2j | j<k} then х–1+1 else ┴) =
                        =  if x=у then y+1 else 
                                     τ[┴](x, if V{x–y =2(j+1) | j<k} then х else ┴) =
                        =  if x=у then y+1 else 
                                  τ[┴](x, if V{ x–y =2j) | 0<j<k+1} then х else ┴) =
                        =  if x=у then y+1 else if                             

                              x=(if V{x–y=2j | 0<j<k+1} then х else ┴) 

                                    then x+1 else ┴).

Рассмотрим условие  x=(if V{x–y=2j | 0<j<k+1} then х else ┴).  
(x,y) := (y,x)





(x,y) :=  (y, x mod y)





return x
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